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SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Generalizzazione di un procedimento di Levi— 
Civita atto a costruire soluzioni particolari di sistemi differenziali. 
Nota (,) del Socio Beniamino Segre.

Summary. — It is shown that m  independent integrals of any given differential system 
of rank n in n - J-I variables (i <  m  <  n) define a J a c o b i a n  v a r i e t y  that, if not 
empty, is of dimension not less than and generally equal to m (n. 3); this variety is always 
i n v a r i a n t  for the given differential system (n. 4).

In the case of a single integral, i.e. when m — 1, these results were already obtained by 
T. Levi-Civita [1-5]; then it may be added that any integral is necessarily c o n s t a n t  along 
its Jacobian variety (n. 5). I.

I .  Ricorre quest’anno il centenario della nascita dell’em inente Linceo 
Tullio Levi-C ivita. L ’A ccadem ia Nazionale dei Lincei, che ha testé condotto 
a term ine la raccolta in sei volumi delle sue im m ortali Opere Matematiche 
(-Memorie e Note), celebrerà tale ricorrenza con un Convegno Internazionale 
che si svolgerà a Rom a nei giorni 17, 18 e 19 del prossimo dicembre.

F ra  le tan te  geniali idee risalenti al venerato M aestro ed Amico, v ’è 
quella che conduce ad utilizzare la conoscenza di un integrale di un dato 
sistema differenziale di rango n in n -\- 1 variabili per dedurne la costruzione 
di certe soluzioni particolari dello stesso sistema. U na tale soluzione si ottiene 
così nel caso generale in term ini finiti m ediante un semplice procedim ento 
(geometrico) di eliminazione; altrim enti essa viene a dipendere da un oppor­
tuno num ero v ( > i )  di costanti arbitrarie, la  sua determ inazione richiedendo 
allora l ’integrazione di u n ’operazione differenziale di rango v [1]. Questo 
risultato è stato dapprim a ottenuto dallo stesso L evi-C ivita nel caso p arti­
colare dei sistemi canonici [2] e poi anche applicato allo studio dei moti 
stazionari [3], con significative estensioni ai sistemi denom inati pfaffiani [4];

(*) Presentata nella seduta del 26 novembre 1973.
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veSRasi altresì il voi. I I 2 delle classiche Lezioni di meccanica razionale [5], 
Cap. X, §4.

Nel presente lavoro l’idea suaccennata viene generalizzata applicando 
ad m  integrali indipendenti (1 <  m  <  n) un nuovo procedim ento geome­
trico, riducentesi per m =  1 a quello di L evi-C ivita. Facendo sim ultanea­
m ente intervenire quegli m  integrali, si perviene in tal guisa alla costruzione 
di soluzioni del dato sistem a dipendenti da un certo num ero v di costanti 
arbitrarie, dove ora v >  ?n— 1 e generalm ente v =  m — 1, il che esige 
l’integrazione di u n ’opportuna operazione differenziale di rango v.

Nel caso di un solo integrale, ossia per m  =  1, qui viene altresì m ostrato 
che l ’integrale deve sempre necessariam ente conservarsi costante lungo la 
relativa varietà jacobiana.

Nel caso invece in cui 1, il suaccennato procedim ento può natu ra l­
m ente venire applicato 2m—  1 volte, sostituendo all’insieme degli m  integrali 
noti un qualunque suo sottoinsieme di 1 , 2 , • • •, m  elementi. Ciò pone varie 
questioni, sulle quali però qui non intendo soffermarmi, relative ai legami 
che passano fra le diverse soluzioni del dato sistema in tal modo ottenibili, 
come pure concernenti l’utilizzazione del suddetto procedim ento nell’ipotesi 
in cui -  in aggiunta ad alcuni integrali -  si conosca qualche relazione inva­
riante. Del pari sorvolo sulle particolarizzazioni e sugli approfondim enti che 
ne derivano nel caso dei sistemi canonici o pfaffiani e su possibili applica­
zioni alla m eccanica analitica.

2. Il più generale sistem a differenziale di rango n in n +  1 variabili x* 
(i =  o , i , • • •, n) può venir scritto sotto la forma consueta
/ \ dx°   dx1 _ dxn
W  X° ”  X1 X* '

nella quale le X designano funzioni non tu tte  nulle delle ;r, regolari in un 
certo campo C dello spazio (ad n +  1 dimensioni) di queste variabili. U n 
integrale

f ( x °  , x 1 , • • •, x n) — cost.

del sistem a (1), non è notoriam ente che una soluzione (non identicam ente 
uguale ad una costante) dell’equazione a derivate parziali

«  x ’ ^ -  +  x ‘ - & + - - - + x ’ - s r = ° -

A m m ettiam o di conoscere m  integrali (1 <  m <  ri) del sistema (1):

(3) f l  y h  > * > fm f

e cioè m  soluzioni della (2), e supponiam o ch’essi siano 
onde in C i determ inati jacobiani

(4) h1
• - ,fm)

3 (xH, x**, • • •, xtm )

i n d i p e n d e n t i ,

non saranno tu tti identicam ente nulli.
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Al variare delle costanti c± , c2 , • • •, cm, le 

(S )  f i  —  ci > A ■ =  ^2 ) * * * > fm — Cm

definiscono allora oow varietà invarianti per il sistema (1), e di queste ne 
passa una ed una sola per ogni punto di C. La generica varietà (5) ha la 
dimensione n —  m +  1, e su essa -  se m < n -  il sistema (1) subordina un 
analogo sistema differenziale (V), di rango n —  m  in n —-m-\-  1 variabili 
[coordinate « interne » sulla (5)], le cui soluzioni sono pure -  nello spazio am ­
biente delle x  -  curve integrali del sistema (1). L ’integrazione di (L) fornisce 
dunque sulla varietà (5) oon~m curve integrali del sistema (1), delle quali ne 
passa una ed una sola per ogni punto semplice (o di regolarità) di tale varietà; 
al variare delle c, ciò porge in complesso oow curve e quindi t u t t e  le curve 
integrali del sistema (1), a prescindere soltanto da quelle che eventualm ente 
giacessero sulla varietà luogo dei p u n t i  s i n g o l a r i  delle (5), e cioè 
sulla varietà V  jacobiana delle (3).

Passiam o ora ad occuparci di queste ultim e curve.

3. L a varietà V, testé considerata, vien definita in C dalle equazioni:

(6) J’i V ' À ,  =  0 (n , *2 ,•••»*'« =  o ,  i , • • • , » ) ,

fra le quali -  come vedremo -  ve ne sono al p iù  n —  m  +  1 di indipendenti. 
È quindi lecito supporre che le (6) risultino c o m p a t i b i l i  in C, e cioè 
che V  non sia vuota, ed inoltre che V risulti r e g o l a r e  in u n ’opportuna 
porzione C* di C ; la d i m e n s i o n e  v ■+ 1 di V  soddisferà conseguente­
m ente alla

(7) v +  i >  m  ,

dove « in generale » dovrà assumersi il segno di uguaglianza.
Denotiam o con J la m atrice jacobiana (ad m  righe ed n +  1 colonne) 

delle /  rispetto alle x. Poiché per ipotesi (n. 2) le (6) non sono tu tte  identi­
camente soddisfatte in C, così è certam ente possibile scegliere per gli indici 
(il , h  ,• * • , im-1) m  —  i distinti fra gli interi 0 , 1  , • • • , « ,  in guisa che la 
m atrice J* form ata dalle colonne della J aventi tali indici i\ , i2 , • • * , im_x 
abbia in C* la caratteristica m — 1. Denotiam o genericam ente con i* uno 
degli (n .+  1) —  ( m — 1) =  n — m +  2 valori z'=  o , - i ,  distinti da
il , Ì2 r  ' - , im-1; siccome ciascuna delle (3) soddisfa alla (2), dall’ipotesi fatta 
su J* discende che in nessun punto della suddetta porzione di C le X** 
possono annullarsi tu tte  identicam ente, in quanto altrim enti in un punto 
in cui così non fosse ciascuna delle X°, X 1, • • •, X* dovrebbe annullarsi, con­
trariam ente a quanto supposto nel n. 2.

D ’altro canto, in un punto di tale porzione di C, le cui coordinate non

annullano tu tti i m inori d ’ordine m —  1 della m atrice J*, le y '  j  equa­

zioni (6) sono notoriam ente conseguenze delle n —  m  +  2 equazioni che da
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esse si ottengono fissando per ix , z 2 , • • *, 4 - i  i valori dianzi indicati e dando 
ad im i suddetti valori z*. Pero, attualm ente, quelle n ■—- m  -{- 2 equazioni 
discendono già da n -  1 opportunam ente scelte, fra esse, in virtù di
quanto dianzi osservato sulle X ‘* e dell’identità

n

che subito si trae dalle (4) e dal fatto che per ipotesi ognuna delle (3) soddisfa 
alla (2): ed invero, per ottenere quest’identità, basta in ciascun addendo por­
tare il prim o fattore a m oltiplicare la w ma colonna del determ inante figurante 
come secondo fattore e poi som m are rispetto a tale colonna.

L a varietà V, nell’intorno del suo punto generico, può quindi venire 
rappresen ta ta  come asserito m ediante al più n —  m -f i  equazioni, ed ha 
dunque una dim ensione v +  1 soddisfacente alla (7).

4. D im ostriam o infine che:
In  ogni caso, la suddetta varietà jacobiana V  risulta i n v a r i a n t e  per 

i l  sistema differenziale (1).

Ciò vai quanto asserire che, in forza delle equazioni (6) della V, per i 
singoli prim i m em bri di tali equazioni sussiste la

(8) £ x ‘
3 J ix t2 •.

■dx* O .

Allo scopo di dim ostrarlo incominciamo coll’osservare che, per ottenere 
la derivata rispetto ad x { -  che figura nella (8) -  del determ inante (4), basta 
derivare la colonna di questo determ inante e poi som m are gli m  deter­
m inanti così definiti per h =  1 , 2 - 9m. M oltiplicando per X ‘‘ la kma
colonna dell’̂ mo determ inante e poi som m ando rispetto a tale colonna ed 
invertendo le due sommatorie, si vede che il primo m em bro della (8) vale 
precisamente:

(9) %
’ dx'h-ì.

^  % . . .

dove l’espressione entro parentesi sta per indicare il determ inante formato 
dalle righe che da essa risultano dando a j  i valori 1 , 2 ,• • - , m.

Se ora deriviam o rispetto ad x h i due m em bri dell’equazione esprimente 
che fj soddisfa alla (2), otteniam o l’identità

2  x'- . .
,-=0 dz’

3X' %■
fTü dx** dx*

D unque, avuto riguardo alle (4), la (9) appare identicam ente uguale a

2  2
ax*

j*r • • h - i  *m  “  Sx1* -H-l • 

epperciò si annulla di fatto in conseguenza delle (6).
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La proprietà d ’invarianza della V, così stabilita, m ostra che -  su di 
una porzione regolare della V, di dimensione v +  i verificante la (7) — il 
sistema differenziale (1) induce un sistema differenziale di rango v in v - f  1 
variabili (coordinate « interne » del punto variabile in tale porzione) le cui 
curve integrali vengono a soddisfare nello spazio am biente alle (1). Si giunge 
pertanto a delle soluzioni particolari del sistema (1), dipendenti da v costanti 
arbitrarie e di tipo generalm ente diverso da quello delle oon soluzioni consi­
derate nel n. 2, m ediante integrazione del suddetto sistema differenziale 
di rango v. Per il modo come sono state ottenute, quelle oov soluzioni p arti­
colari vengono ad avere carattere stazionario rispetto alle altre o o \

5. Nel caso m  =  1, originariam ente considerato da L evi-C ivita, la 
varietà (5) viene ad essere definita da una sola equazione:

(IO) f = c ,

la quale — nello spazio delle ;tr ed al variare della costante c — rappresenta 
u n ’ipersuperficie descrivente un fascio. A ttualm ente, da ciò ch’è stato detto 
nel n. 3 circa la (7), discende che la varietà jacobiana V  di tale fascio ha 
d i m e n s i o n e  (v +  1 >  1) generalm ente uguale ad 1. Quando quest’ultim a 
eventualità si presenta, ossia se v =  o, la V  è una curva, espressa in term ini 
finiti dalle (6) che ora si riducono alle

Cu) o JG= 0 ••• *L =  o-dx° 3 dx1 3 3 dxn 3

a norm a del n. 4, tale curva risulta i n  v a r i a n t e  per il sistema differen­
ziale (1), e cioè -  come già ottenuto da L evi-C ivita -  essa costituisce una 
soluzione di questo sistema.

Q ualunque sia v, dalla precedente impostazione geom etrica agevolm ente 
si trae -  come vedremo -  il seguente risultato com plem entare, d ’altronde 
evidente per fv =  o in base a quanto sopra.

Quando ci si riferisce ad un solo integrale (io) del sistema differenziale (1), 
l'equazione (io) risulta identicamente soddisfatta lungo la varietà jacobiana (11), 
in corrispondenza ad un opportuno valore della costante c.

Invero, qualora così non fosse, al variare della c l’ipersuperficie descri­
vente il fascio (io ) sarebbe dotata di qualche punto singolare variabile 
(sulla V). A norm a di una nota estensione di un classico teorem a di Bertini 
(per la quale ved. ad esempio [6], n. 41), un punto siffatto dovrebbe essere 
comune a tu tte  le ipersuperficie del suddetto fascio (io). M a ciò è assurdo, 
in quanto tale fascio non am m ette punti base (a distanza finita); e questa 
contraddizione dim ostra l’asserto.

È  da ritenersi che il risultato teste stabilito non possa venire esteso, se 
non in casi particolari, alla jacobiana di m  >  1 integrali indipendenti.
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