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Probabilità. — Teoremi limiti funzionali per sistemi moltiplicativi. 
Nota I (*} di A lvaro G onzalez V illalobos, presentata daN Socio 
B. S egre .

Summary. — In this paper we prove some theorems on weak convergence in (D , %) 
—or (C , (B)—, of random elements Xm to a Gaussian process.

D denotes the set of real-valued functions defined on [0 ,1 ]  that are right-continuous 
and have left-hand limits, % the Skorohod a-field in D (cfr. [3], p. in ) ,  C the set of 
real-valued continuous functions on [o , 1], and <3 the a-field that gives the uniform topology- 
in C; moreover, =0> X will denote weak convergence.

The random elements Xw are constructed on the basis of the linear means of the
00

series S (w) =  ^  where is a uniformly bounded equinormed strongly multi
c i

plicative system.
These theorems generalize analogous results (cfr. [4]) valid for the case of a lacunar y 

00
trigonometric series S (w) =  aj cos njw\ with lacunarity q >  3.

/= 1

I. L a successione {tyn (x)} , n =  1 , 2 , • • - , x €  [o , 1], di funzioni reali 
m isurabili costituisce un sistema moltiplicativo (cfr. [1], p. 186) se

1

CO J V o O  • • • 00 dx  =  0 Per % <  ••■•■<»*, k == i , 2 , • • •
0

L a successione { (x) } costituisce un sistema equinormato fortemente molti
plicativo . (SEFM ) se

co

(3)

1J ']'» OO àx  =  o 
0

1

¥n\ ( x ) ■ • • 4>e„l(x)dx =

=  i ;

1J V„l(x) à x
0

dove n± < • • • < % ,  k =  2 , 3 , * • - , e gli esponenti v1 , • • •, vk hanno il valore 1 
ovvero 2. U serem o anche successioni aventi la proprietà

1
(4) I  Ì>1 (x) (x) dx — i , n 4 = m.

b

(*) Pervenuta all’Accademia il 7 settembre 1973.
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IL  Consideriam o ora un sistema moltiplicativo equinorm ato n}, che 
sia complessivam ente lim itato ( | | <  K) e soddisfi la (4); e cioè un sistema
com plessivam ente lim itato godente delle proprietà (1), (2) e (4). I due teorem i 
che seguono generalizzano considerevolm ente un teorem a del M óricz (cfr. [5], 
p. 45, Th. 1); l ’idea d irettiva delle dim ostrazioni è la stessa (e ciò vale anche 
per la dim ostrazione del teorem a data  dal Móricz) di quella di un teorem a 
di Salem -Zygm und (cfr. [7], p. 57, Th. viii) per serie lacunari.

Teorema i . Consideriamo una successione doppia {bm>j}  >m , j  =  1 ,2  , • • - ,
/ 00̂  \ 1/2

di numeri reali, tale che Bm=  I l?mj  1 <  00 per ogni m, e definiamo
00

««.(*) =  ^Ù bm [o , 1]. Ammettiamo anche che valgano le
1

•\ t~) m - > 00 • • \ T) — 1  1 / I 001) ------- * 00 ; 11) sup I bmyj I -------- > o .
j

Allora , se X e R, abbiamo f-h
x

lim I {x  e [o , 1] : B ^ 1 am (x) <  X} | =  (2 tc)~2 I exp (•---- -A )  d t .
m — ^ o o  J  V 2 /

—00

Dimostrazione. Osserviamo che la serie am (x) converge quasi dappertu tto ,
poiché 2  blnj<  oo (cfr. [2], p. 257, Th. 1). Denotiam o con <pm (x) la funzione

/  _ x
caratteristica di Bm am (t). In  virtù  del teorem a di continuità di P. Lévy, 
il Teorem a 1 sarà dim ostrato se riusciam o a stabilire la relazione 

1
(%) =  I  exp (ixB “ 1 <sm (f)) d t exp ^— l_ x 2j .

ò

In vista di (ii) e della exp (z) =  (1 +  z) exp (^-z2 +  o ( | z  |2)j, valida per 
I 2 I -> o, abbiam o

1

9 m ( x ) =  I  exp (0 ( 1)) -expl  — L ^ 2B“22 Ä , y ' p y ( 0 ) n ( I +  ^ B m 1^ , y ^ ( 0 ) d A  
ó ' J J 1

ove 0(1)  denota un  term ine che tende a o uniform em ente in t  per m  00. 
Osserviamo che

<  exp (A  K *2) ;

da ciò segue che <?m(x) può esprimersi nella forma
1

(pm (x) =  o ( i) +  e x p (—- A * 2) /  ex p (—  A * 2^ ^  J J  ( i +  ixB ~1âm>jtyj(f)) d t ,
J j — 10

y=i

(1) Col simbolo I B I denotiamo la misura di Lebesgue dell’insieme B.

15. — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fase. 3-4.
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ove abbiam o scritto
00

00 =  B «2 '2j &m,j (+> (?) ---  i) .
J= 1

A m m ettiam o che sia 4  >  o; allora | { te  [o , i] : | Z,„(t) | >  7)} | am m ette 
la m aggiorazione

1
00

&  (0 dt <  K4 vf2 B -4 2  £ ,y o ,
J =  1

in conseguenza della (4) e deiripotesi (ii). A bbiam o pertanto  0
in m isura; e da ciò segue

1

9». (x ) =  0 (0  +  exP (— y * 2) j  Ü 0  +  A B « 1 bm,j ^  (/)) ài
0

=  o ( i)  +  e x p ( - f i 2 j .

T eo rem a  2. Sia  { ^ }  un S E F M  complessivamente limitato, 
\ 1/2 w

2  %n,j I ,m =  i ,2  • -,e definiamo am (x) =  2  £ • - (x), x  e [o , i ] .
/  y=i

Ammettiamo inoltre che valgano le relazioni

i) B, «->OÙ ..s t> — 1 1 1r--------* 00 ; il) m ax | bmìj
1 < J <

-> O.

Allora , ogni insieme E C [o , i] di misura di Lebesgue positiva risulta'.
A

lim I E  I 1 | {A e E : BWJ <r̂  (at) <  X} | =  (2 7t)"“2 f  exp (------ d t, per XW~>OQ J \ 2 / 6 R .

C o r o lla r io  2.1. Sia {aj} , y =  1 , 2 , • • •, successione di numeri
/  m \ 1/2 I m . \ 1/2

reali, e poniamo A m =  12  A ') <? Bm ==
J OO

o’« 0*0 =  ( 1 — —q7~j +y0*0 ^  Cesàro-i d i ^  a, (x) , 02/2 { ^/}

? ^  S E F M  complessivamente limitato. Ammettiamo che A m -> 00, e 
m ax I I ^ -° ° -a  o. Allora , <9£tzz insieme E C  [0 ,1 ]  V/ misura di
1 < j  < m

Lebesgue positiva, risulta'.
A

lim I E I 1 I 6 E  : B “ 1 <  X} | =  (2 tu)~2 I exp (------;£2) d^ , X e R  .m—>oo J  \  2 /
— 00

co
Il Corollario 2.1 è anche valido per le medie Cesàro-oc di ' £ a y tyJ- ( x )  =

j  = 1
=  S( x )  se a  >  o. Nel caso E  =  [o , i], basta considerare un  sistema {Oy} 
com plessivam ente lim itato godente delle proprietà (i), (2) e (4); in questo 
caso, il corollario precedente è valido anche per le medie Abel di S (x).
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OO
III . Consideriamo una serie S (w) =  1 ]  aj  «,-e R , ove {<jiy} è un

/--i
(

m \ 1/2
• Sia {aM,y},

m , j  =  o , i , • • • ,  una successione doppia di num eri reali non negativi tale

che amtj =  o se j  > m. A m m ettiam o che am:J- sia decrescente quando j  cresce, 
e che ocmtj sia crescente ed abbia il limite 1 per w -> 00. Le medie lineari

m
della serie S (w) saranno scritte sotto la forma am(w) =  2  a.m<j aj <Jiy(w) per 

™ i  . 2  , • • • ; c t0 (w) =  o. J
/ m \ 1/2

T eo rem a  3. Poniamo A* =  ( 4 ) , K =  °> ed inoltre X J w ,t )  =

=  A m 1ai (w') per ^ [A ^ A ^ ,- 2 , A*2! A^T2], cw  k =  o , i , -  • ■ , m  , t £  [o , 1] e 
w e \ o ,  1]. Ammettiamo che valgano le condizioni

i) A ---------> c o  ;

— 1 I I m—>oo—> o  :ii) A ^ 1 m ax J <2y
1 < j< m 1

***) (/l > 1%) ~  I X w ) 11) X w (jV ì t%) dW ■ F ( T , /2) e R  per ogni

t± , t2 e [o , 1] e T ( t , t) =  t per t e  [o , i ].

Consideriamo in ([o , i] , cB) <2> una misura d i probabilità ¥ assolutamente 
continua rispetto alla misura di Lebesgue. Allora esiste un processo gaussiano 
{ X ( - , * ) :  o <  t <  1} tale che => X in (D , 2)).

Dimostrazione. Denotiam o con (X w (• , tf) , ■ ■ -, X m (• , ^ )) l’applicazione 
w ^ ( X m(w ,tf) ■- , X m (w , tp) )e  RL

Dalle proprietà della successione aOT>y si conclude che, se n < m  e
m m

om( w ) ~  <j„(w) =  2  cmtn,jiij(w )  , allora 2  4 ,,*,/ <  A*2 A * 2
J = 1

Si vede senza difficoltà che
ì

(3-0 I («0 — («0 |4 dze/ <
/ m \ 2

K 1 (11 <  K ,
*2\2

ove Ki denota una costante indipendente da n e da m. A m m ettiam o poi che

(3-2) P (B) =  I B0 p 1 I B n B 0 I per ogni BeSB,

ove B0 sia un sottoinsieme fisso di [o , i] , | B0 | >  o.
Allora dalla (3.1) e dalle disuguaglianze di Chebichev e di Hôlder si 

ricava

p  ( ! -  * j  >  x) <  Q x -3 (a : 2 -  a : 2)3/2(3-3)

(2) cB denota la famiglia dei borelliani.
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per X >  o, ove Q =  Q ( | B0 | ) denota una costante per tutti gli n , m  tali che 
o <  n <Lm. Otteniamo, in conseguenza

(3 4 ) P ( I Oi — Oj I >  x , I Oj — I >  X) <  QX~3 (A ? — A *2)312

ove A >  o e o <  i  <  j  <  k.
Dalla (3.4) vediamo che esiste una costante K2 =  K2 (| B0 |) tale che

(3*5) P (m ax I ak —  c7£l | *> A) <  K2 A 3 (A*2 — A /f)3̂2 ,

ove A >  o, o <  ix <  i2 (cfr. [4], form ula (1.2.19)).
Dalle ipotesi (i) e (ii) e dalla proprietà della am,j  segue:

(3.6) (i*) A* OO ; (ii*) A *"1 m ax | as ocM>y | o .
l<j<m

Dalle (3.5), (3.6) si ricava che

(3.7) { X^} è (una successione) «t ight» in (D , -3>)

(cfr. [4], Lem m a 2, Th. (1.2.1)).
Poniam o bm>j =  as se j < m , e  bmtj =  o se j  > m. D alla (3.6) si 

deduce che bmìj soddisfa le condizioni (i) e (ii) del Teor. 2. Poiché 
P (X . ( •, t) <  x) =  P  (AT l a , (w) <  X A I  A l - 1), e A*~2 A ?  t, il Teor. 2
im plica che

(3.8) P ( X m( - , t ) < x )  n  (o , t) [x] O) per t e  [0,1].

Se si tien conto della (iii), u n ’ applicazione del teorem a di Kolmogorov 
m ostra che esiste un processo gaussiano { X ( * , / ) : o < ^ < i } ,  X (• , /) : 
(Û*, &*, P*) -> (R , eB) tale che E (X (• , /)) =  o , e Cov (X (• , , X (• , /2)) -
=  r  (t± , t2). Inoltre, la varianza di X (• , t) è tale che V (X (• , /)) =  F ( t , t) =  
=  lirp Vm (t , t )  =  t.

m —> 00

Proveremo ora che, se t± , t2 , • • •, tp e [o , i] ,

(3-9) (X „(- , O  ,• • -, X „ ( .  , tp)) (X (• , tù  , ■ ■ •> X (• , tp)) .

Infatti in conseguenza del teorem a di Cram ér-W old, basterà stabilire che

É ^ x K c-
2=1 2=1

(ov’è lecito am m ettere che tx <  ■ ■ ■ < tp) per ,• • -, \p e R; ossia,

(3-IO) £ ç U - + 2  2  l i  Ih r  (t{, th)) ■
* =1 2=1 1<i<h<p

(3) N (E ,V) \x] denota una distribuzione normale di media E e varianza V.
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Se X m (w , tf) — AZ"1 <yk.(w) per i =  i , • • - , p, possiamo scrivere il primo 
m em bro della (3.10) nella forma

P ni

(3-10  f i  ?,• X m (w , t,) =  A*” 1 f  bm,j tyj (w) ,
i—1 J =1

avendo assunto
p

t>m,j =  CLj f  h  a.ki,j se j < m ,  bm,j=  o se j  >  n i .
t— 1

È facile verificare che la successione {bmiJ} soddisfa le condizioni (i) e (ii) 
del Teor. 2 ed inoltre che

(3.12) lim BÌ  A l - 2 tf + 2 2  li l h V (fi, tk) .
m~>oo  * = 1  l < ì < h < P

Dal Teor. 2 e tenuto conto delle (3.11), (3.1.2) si conclude che è valida la (3.10), 
e pertanto  anche la (3.9).

Dalle (3.9), (3.3), (3.4) scende che il processo gaussiano X può essere 
scelto in modo tale che X e D  (cfr. [3], p. 130, Th. 15.7). Dalle (3.7), (3.9) 
deduciam o che, sotto l’ipotesi (3.2), è valida la relazione X in (D , 2)).
A bbiam o pertanto

(3.13) | B 0 n { X w c A } | ™ - >  P* (X € A) I B0 I ,

per ogni B0 e cB e A e 2). Ciò prova che, per A e 2) fissato, la successione 
{ X ” x (A)} è «fo rtem ente m escolante» (strongly m ixing) con densità 
P* (X e A).

Siccome P è assolutam ente continua rispetto alla m isura di Lebesgue, 
la (3.13) im plica la P ( X , e A ) ^ %  P* (X eA ) (cfr. [6], p. 216, Th. 1), e 
questo dim ostra il teor. 3.

O sservazione. Nel caso particolare P — m isura di Lebesgue in [o , 1], 
il teor. 3 è yalido per un  sistema com plessivamente lim itato godente

soltanto delle proprietà (1), (2), (4) e tale che f  $  ^  dw  =  o per i  4=

. . .  ô
4 = 7 =4 Infatti, nella dim ostrazione che precede possiamo usare il Teor. 1
invece del Teor. 2, onde la (3.1) risulta valida per il suddetto sistema.

È  ben noto che il processo di W iener in (D , 2)) , W  — { W, ( - )  : o <  
<  t  <  i } è caratterizzato dalle E (W,) =  o e Cov (W ,, W J  =  m in { t , u}.  
D a queste proprietà e dal Teor. 3 ricaviam o il

C o r o lla r io  3.1. Se valgono le condizioni del Teor. 3 con F ipotesi aggiun
tiva T (t± , t2) =  m in { / i , / 2 } allora sussiste la X w=» W  in  (D , 2)).

m

Se oc >  o e le om (w) =  ^  a.m,j aj  4 ' (w) sono le medie Cesàro-oc di 
■ y=i00

S (w) =  f  ai  («A allora ccmtJ =  [(i +  (m — j  +  i )“1 oc) • • • (i +  m 1 a)]“1
y=1

soddisfa le condizioni richieste dal Teor. 3, esclusa la (iii).
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COROLLARIO 3 .2 . Sotto le ipotesi del Teor. 3, con esclusione della (iii) , e
00

se le Gm designano le somme parziali di S (w) =  aj^-Aw), allora X m=>W 
in  (D , ®).

Infatti oc mìj =  1 per j  <  m. Sia (w ,t) =  A “ 1 ar (w). A llora abbiam o
A  m A r --------- > t  e Tm( t , u )  m in { t , u},  che è la condizione del
Cor. 3.1.

Dal Corollario 3.1 scende tosto il

C o r o lla r io  3.3. Denotiamo con crm(w) le medie Cesàro-I di S(w) ,  edn \ /

ammettiamo c h e ^ j a y  =  o (Ajb. Allora, se sono valide le condizioni
n +  1 j=i

del Teor. 3 , còn esclusione della (iii), abbiamo X m=>W in  (D , ®).
Osserviam o che la tesi del Cor. precedente sussiste sotto l’ipotesi 

an =  0 ( n  ), e anche se ah =  O (1 \n 1 gx n • • • (1 g^ nfi), ove o <Ç oc <Ç 1, 
P ~  I , 2 , • • •, e 1 gp denota il logaritmo naturale interato p  volte.

U na form ula esplicita per il processo limite che appare nel Teor. 3, per 
il caso delle medie Cesàro—a, con oc >  o, vien data dal teorem a seguente (per 
la cui dim ostrazione, cfr. [4], Th. (1.4.1)).

Teorema 4. Colle notazioni del Teor. 3, siano am(w) le medie Cesàro-a di 
S  (w), con a >  o, e sia \ aj \ == M o. Allorai:

t
X ( - , 0  = X « ( - >*) =  a ( i  +  2 a ) i / s ^  (  W , (OC/  —  «)“- 1 dar

Ô

per t >  o, X ( - , o ) = = o ,  pertanto Xa ( - , / ) - > W ^ )  ^ r a | o .

La dim ostrazione del teorem a che segue usa la stessa idea dianzi usata 
per il Teor. 3.

TEOREMA 5. Sia  { ^-} una successione complessivamente limitata che

soddisfi le condizioni (1), (2), (4) e tale che j  1$ w  =  o se i=fi k.
0

Poniamo, nel Teor. 3, P — misura di Lebesgue in  [o , 1] e, in luogo della condi-
00

zione oc«,y =  o per j > m ,  ammettiamo che a«,y | aj | < o o . Allora la tesi
J= 1

del Teor. 3 sussiste, colle seguenti nuove definizioni di am (w) e di A* : am (w) =
00 / 00

^m>j d'j fa') ) A-w I y*m,j &j
j -1 1

O sservazione. In  partico lare possiamo porre, nel Teor. 5, &mìj =  r Jm  
ove Q < r w<  i, con rm f  1 per m  -> 00. In  questo caso le crm (ze/) risultano 
le medie Abel (con param etro discreto) di S (w) =  TI a  ̂ jjy (w).

Nel teorem a che segue (per la cui dim ostrazione cfr. [4], Th. (1.6.2.)) 
appaiono le medie Abel di S (vii) con un param etro continuo r e  [0 , 1).
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TEOREMA 6. Sia  Tl rJ 1 #„• 1 <  oo per r e  [o , i). Sia una successione
j =i

soddisfacente le stesse proprietà ammesse per la {^y} che appare nel Teor. 5.
/ 00 \ 1/2 00

Scriviamo A* =  I 2j T2j aj I , e ar (w) — 2  aj rJ Poniamo inoltre,
\ j =1 /  y=i

definizione, X r (w , t) =  A* 1 oy (w) <92̂  A f2 A*-2 — t. Ammettiamo poi che 
si verifichino le condizioni (i) e (ii) del Teor. 3, e che risulti 

1

lim / X r (w,  tf) Xr (w , tf) d w  =■ T (/x , / 2) e R  .ŝ  tx , /2 e [° > 1 ] •
r-+l J 

0

Sia  P la misura d i Lebesgue in  ([o , 1] , cB). Allora esiste un processo gaus
siano { X ( - , / ) : o < ^ <  1} tale che X^=Ü=_> X in (C , @).
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