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Probabilitd. —— 7zorems lLimiti funzionali per sistemi moltiplicativi.
Nota I @ di ALvaro GonzArez ViLLALoBos, presentata dal Socio
B. SrGRE.

SUMMARY. — In this paper we prove some theorems on weak convergence in (D, 9),
—or (C, €)—, of random elements X,, to a Gaussian process.

D denotes the set of real-valued functions defined on [0, 1] that are right-continuous
and have left-hand limits, ® the Skorohod o-field in D (cfr. [3], p. 111), C the set of
real-valued continuous functions on fo, 1], and € the c—field that gives the uniform topology
in C; moreover, X,, = X will denote weak convergence.

The random elements X,, are constructed on the basis of the linear means of the
(o)

series S (w) = Y, a;{; (), where {d;} is a uniformly bounded equinormed strongly multi-
=1
plicative system.

These theorems generalize analogous results (cfr. [4]) valid for the case of a lacunary

(o]
trigonometric series S (w) = 3, a; cos n;w, with lacunarity ¢ > 3.
=1 :

I. La successione {{,(x)},7=1,2,---,x€ [0, 1], di funzioni reali
misurabili costituisce un sistema moltiplicativo (cfr. [1], p. 186) se

1
(1) f@nl(x)---_¢,,k(x)dx=o‘ per oz <<---<<my, R=1,2, -:
6

La successione {{, (x)} costituisce un sistema equinormato fortemente molti-
plicativo (SEFM) se

1 1

r~ ~

(2) Jn}an(x)dx:o ;| @dr=1;

0 0
1

!. 1
3 [EACIR AT j Y ) da - Of Yk (2) d

0

dove 7; <---<my,k=2,3, -+, egli esponenti v ,--+,v, hanno il valore 1
ovvero 2. Useremo anche successioni {{,} aventi la proprieta

1

@ [#@E@a=r, nkm.

0

(*) Pervenuta all’Accademia il 7 settembre 1973.
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I1. Consideriamo ora un sistema moltiplicativo equinormato {{,}, che
sia complessivamente limitato (| ¢, | < K) e soddisfi la (4); e cio¢ un sistema
complessivamente limitato godente delle proprietd (1), (2) e (4). I due teoremi
che seguono generalizzano considerevolmente un teorema del Méricz (cfr. [5],
p. 45, Th. 1); I'idea direttiva delle dimostrazioni ¢ la stessa (e cio vale anche
per la dimostrazione del teorema data dal Méricz) di quella di un teorema

di Salem—Zygmund (cfr. [7], p. 57, Th. viii) per serie lacunari.
TEOREMA 1. Consideriamo una successione doppia{é,,;},m,j=1,2, -
12

7

. oo
di numeri reali, tale che B,,= (Z 82, ,-) < oo per ogni m, e definiamo
7=1

6,, (%) = 2_‘{ by i b; (%) ,x€ [0, 1]. Ammettiamo anche che valgano le
=

i) B,”2%5 co; i) B, sup] bppri | == 0.
;
Allora, se \ € R, abbiamo V);
_ A
li . n-1 . -1 I 2
im|{x€fo,1]:B, 6, <A}|=(27)"2 | exp ——?l)dz‘.

Dimostrazione. Osserviamo che la serie o, (x) converge quasi dappertutto,
poiché X bz,,,‘< oo (cfr. [2], p. 257, Th. 1). Denotiamo con ¢,, () la funzione
caratterijstica di B ¢;,! (#). In virtu del teorema di continuitd di P. Lévy,
il Teorema 1 sara dimostrato se riusciamo a stabilire la relazione

1
9, (%) = / exp (ixB;,' 6,, () dz 2= exp (——-—;—xz) .
0

In vista di (ii) e della exp (2) = (1 4 2) exp (—;— 2+o(lz 12)), valida per
| 2| — o0, abbiamo
1

ou@)= [ exp (0(0) - exp(— L a2 B2 DI <r>) 11+ B3 by (),

7=1
0

ove o (1) denota un termine che tende a o uniformemente in # per 7 — co.
Osserviamo che

Ijl (1 + ixB;1 6, U, () ‘ < exp (4 Kat);

da cio segue che ¢, (x) pud esprimersi nella forma
1

O (%) = 0 (1) + exp<—%x2>/exp (-—_;—xzam (z)) ]I_ojl<1+z'xB,;lbm,,.¢,.(¢)> de,

0

(1) Col simbolo | B| denotiamo la misura di Lebesgue dell’insieme B.

15, — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fasc. 3-4.
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ove abbiamo scritto

£, () = By i By @B —1) .

Ammettiamo che sia v >o0; allora |{z€[o,1]:|&,()|=%}| ammette
la maggiorazione

1
= / 2@ dt< K2 Y ol o o
7=1

i

in conseguenza della (4) e dell'ipotesi (ii). Abbiamo pertanto £, 22>% s o
in misura; e da cid segue
1

@, (x) =0 (1) + exp (—%xz) ;fjl(l + 2Bt b, 0; (1)) d2
0
=0 (1) + exp(-——-%xz) .

TEOREMA 2. Sia {4} wun SEFM complessivamente limitato,

m 1/2 m
= (Z b?,,,,-) yM=1,2, -+, ¢ definiamo o,,(x) = Zlém,jupj(x), x€fo,1].
7=1 J=
Ammettiamo inoltre che valgano le relazioni

i) B,”"%soco0; ii) B,'max]|,;|"=2>o,
1</<m

Allora, per ogni insieme EC [0, 1] di misura di Lebesgue positiva risulta:

A
1
lim |[E['[{x€E:B, 5,(x) <2} = <2n>‘§fe><p (-gﬁ) dz, per A € R.

COROLLARIO 2.1. Sia {a;},j=1,2, -+, una successione di numeri

ld 12 m ; 1/2
reali, e poniamo A, = (Z ai) e B, = (Z ag‘<1~ >2) . Stano

=1 m—4-1
o0

6, (x) = Z‘ a; <I _?> V;(x) le medie Cesaro-1 di L Yy (x), ove {;}
é zm SFFM complessivamente limitato. Ammez‘z‘zamo che A, — oo, e

A, 'max|a;| 222 o, Allora, per ogni insieme EC [o,1] di misura di
1</<m

Lebesgue positiva, risulta:

m-—> 00

7y
lim | E | [{xe E:B,'s, () <A} = (2 n)""%j exp(——;—z‘2>dz‘, 2€ER,

I1 Corollario 2.1 ¢ anche valido per le medie Cesaro—o d1 a; Y;(x) =
=5 (‘c) se a>o0. Nel caso E = [0, 1], basta considerare un 51stema {4}
complessivamente limitato godente delle proprieta (1), (2) e (4); in questo
caso, il corollario precedente & valido anche per le medie Abel di S (x).
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o0

III.  Consideriamo una serie S (@)= Y, a;{, (w), a;€R, ove {{,;} ¢ un
J=1

12
. .. . 9 .
SEFM complessivamente limitato. Scriveremo A, = (Za,-) . Sia {a,.;},
=1
m,j=0,1, -+, una successione doppia di numeri reali non negativi tale
che a,,,; = 0 se j > m. Ammettiamo che «,, ; sia decrescente quando ; cresce,
e che a,,; sia crescente ed abbia il limite 1 per 7 —>oco. Le medie lineari
R m
della serie S (w) saranno scritte sotto la forma o, (w) = 21 %y, ;@ §; (W) per
=

m=1,2, ;0 (w) =o0.

m 1/2
TEOREMA 3. Poniamo AZ——_(ZIOL?,,, 7 a?) , Az:: 0, ed inoltre X, (w,t) =
=

*— * *— *—
=A, lcb(w)perte[AkgAm 2 ,AﬁlAm 2], ove k=o0,1,---,m, tefo,1] ¢
we o, 1]. Ammettiamo che valgano le condizioni
1) mm-—)oo__)_ 0o ;
i) A,'max| a;| “=>>o0;
1<j<m 1

iii) T, (4, 4) = f Xu(w, 1) X, (w,ty) dw "=~ T'(#,,4,) €R per ogni
0
t,th€fo,1] e I'(2,8)=1¢ per te[o,1].

Consideriamo in ([0, 1], B) @ una misura di probabilits P assolutamente
continua rispetto alla misura di Lebesgue. Allora esiste un processo gaussiano
{X(,0:0<t< 1} tale che X,,= X in (D, D).

Dimostrazione. Denotiamo con (X, (+,4), -+, X,, (-, ¢;)) 'applicazione
wi— (X, (w,t), -, X, (w,t))€eR2

Dalle proprieta della successione a,,; si conclude che, se n<m e
m m
3 2 *2 *2
O, <ZU> — 0, (‘ZU) = ZJ fm;n,j "I)j (’ZU) ) allora Z Cmyn,j _<_ Am _An .
=1 J=1

Si vede senza difficoltd che

1
. m 2
(3.1) / | 6 (@) —o, (@) |* dw < K, (Z Jf’n,n,f) < K (A — AP,
: J=1
0

ove Ki denota una costante indipendente da 7 e da 7. Ammettiamo poi che
(3.2) P(B)=|B,|*|BNnB,| per ogni Be&,

ove B, sia un sottoinsieme fisso di [0, 1], | B, | > o.
Allora dalla (3.1) e dalle disuguaglianze di Chebichev e di Holder si

ricava

(3.3) P(lc,—0c,| =2 < Qa7 (A7 — A%

(2) B denota la famiglia dei borelliani.
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per A >0, ove Q=0Q (| By |) denota una costante per tutti gli 7, tali che
0 < n <m. Otteniamo, in conseguenza

(3-4) P(lo;—o;] =2, 0,—0, | =2) < QA% (AF7 — AT

ove A>0eo0<i<j< A
Dalla (3.4) vediamo che esiste una costante Kz = Ka (| By |) tale che

(3-5) P (max | 6, — ;| =2) < Ko 23 (A’;f —A;?)m ’

01<k<7,

ove A >0, 07 <y (cfr. [4], formula (1.2.19)).
Dalle ipotesi (i) e (ii) e dalla proprieta della o, ; segue:

(3.6) () AR"2%s oo; (i) A, max|aq,;| "> o.
1<j<m

Dalle (3.5), (3.6) si ricava che

(3.7) {X,,} & (una successione) «tight» in (D, ®

(cfr. [4], Lemma 2, Th. (1.2.1)).

Poniamo 4, ;= a;a,,;s¢ j<m, e b,;,=0 se j>m. Dalla (3.6) si
deduce che 4,,; soddisfa le condizioni (i) e (ii) del Teor. 2. Poiché
P(X, () <x)=P Ay "op(w) < xAL A", e ANT2AZ "% 5 4 il Teor. 2
implica che

(3.8) PX,(,)<x) ™2+ N(©,)[x]® per z€ [o, 1].

Se si tien conto della (iii), un’applicazione del teorema di Kolmogorov
mostra che esiste un processo gaussiano {X (-,#H):0<z¢< 1}, X (-,4):
(QF, &%, P") - (R, ®) tale che E (X (-,#)=0,eCov (X (-,4), X (-, %) =
= I'(# , %,). Inoltre, la varianza di X (- ,#) ¢ taleche V(X (-, ) =T (¢,¢) =
=1lim T, (,?) ==

m—> 0

Proveremo ora che, se 4,74 ,-+-,%,€ [0, 1],
(3:9) Kot s X () =52 (X (1) -, X (0, 8)
Infatti in conseguenza del teorema di Cramér-Wold, basterd stabilire che

? Z
$ie ¢ == S

(ov’¢ lecito ammettere che # < '+-+ <¢,) per & ,-+-, £, € R; ossia,

? ?
(3.10) E £ X, (-, %) “==N (o, Z B4+ 2 Z e D, ).
izl =1 1<i<h<s

(3) N (E,V) [#] denota una distribuzione normale di media E e varianza V.
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Se X, (w,t)=A," o (w) per i=1,---,p, possiamo scrivere il primo
membro della (3.10) nella forma
G0 28X w0, 2) = AL 3 by 4y ),
avendo assunto
bp; = i oc,e;] se j<m, b,,;= o0 se j>m.

E facile verificare che la successione {4,,,,} soddisfa le condizioni (i) e (ii)
del Teor. 2 ed inoltre che

(3.12) lim BZ%A Lgr+z Z EQF@,M

m —> 00

Dal Teor. 2 e tenuto conto delle (3.11), (3‘12) si conclude che & valida la (3.10),
e pertanto anche la (3.9).

Dalle (3.9), (3-3), (3.4) scende che il processo gaussiano X pud essere
scelto in modo tale che X €D (cfr. [3], p. 130, Th. 15.7). Dalle (3.7), (3.9)
deduciamo che, sotto I'ipotesi (3.2), ¢ valida la relazione X,,= X in (D , D).
Abbiamo pertanto

(3.13) | Byn{X, €A} "> P*(XeA)| By,

per ogni Bje B e A € . Cid prova che, per A€ D fissato, la successione
{X,'(A)} & «fortemente mescolante » (strongly mixing) con densita
P*(X €A).

Siccome P & assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue,
la (3.13) implica la P (X, € A) "%~ P* (X €A) (cfr. [6], p. 216, Th. 1), e
questo dimostra il teor. 3.

OSSERVAZIONE. Nel caso particolare P = misura di Lebesgue in [o, 1],
il teor. 3 ¢ valido per un sistema complessivamente limitato {{,} godente
1

soltanto delle proprieta (1), (2), (4) e tale che ft];,z Y, b dw =0 per ==

== 7 =F £. Infatti, nella dimostrazione che precede0 possiamo usare il Teor. 1
invece del Teor. 2, onde la (3.1) risulta valida per il suddetto sistema.

E ben noto che il processo di Wiener in (D, 9), W = {W,():0<
<¢< 1} & caratterizzato dalle E(W,)=o0 e Cov(W,, W,)=min {7, «}.
Da queste proprietd e dal Teor. 3 ricaviamo il

COROLLARIO 3.1. Se valgono le condizioni del Teor. 3 con l'ipotesi aggiun-
tiva I (4, t) = min {¢,, 4, } allora sussiste la X,,=»W in (D, D)

Se oczo e le o, (w) = Zocm ;a9 (w) sono le medie Cesiro—o« di

S (w) = 2, @, (), allora o,,=[1+@m—j+1) a) - (1+m a)]”

soddisfa’ le condizioni richieste dal Teor. 3, esclusa la (iii).
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COROLLARIO 3.2. Sotto le ipotesi del Teor. 3, con esclusione della (iii), e

se le o, designano le somme parsiali di S (w) = Y, a; ; (w), allora X, =W
=1
in (D, D). ’
Infatti o, ;=1 per j<m. Sia X, (w,?) = A,'s, (w). Allora abbiamo
AAT P22 4 e T,(¢, ) 22 min {#, #}, che ¢ la condizione del

Cor. 3.1. ‘

Dal Corollario 3.1 scende tosto il

COROLLARIO 3.3. Denotiamo con o, (w) le medie Cesiro-I di S'(w), ed
ammettiamo che —}7_‘{_—1— 2 @i =0 (AY. Allora, se sono valide le condizioni

7=1

del Teor. 3, con esclusione della (iii), abbiamo X,,=W in (D, D).

Osserviamo che la tesi del Cor. precedente sussiste sotto [I'ipotesi
4 =0("), e anche se a2 =0 (1/nlgy n --- (g, n)*), ove o < a <1,
p=1,2,---, e lg, denota il logaritmo naturale interato p volte.

Una formula esplicita per il processo limite che appare nel Teor. 3, per
il caso delle medie Cesaro-a, con « > 0, vien data dal teorema seguente (per

la cui dimostrazione, cfr. [4], Th. (1.4.1)).

TEOREMA 4. Colle notazioni del Teor. 3, siano o,,(w) le medie Ceséro-o di
S (w), con «. >0, e sia | a;| = M==o0. Allore:

X(,8) =X (-, 8) = o (14 2 )22 [Wx() (t—x)*1dx
PO

per t >0, X (-,0) =0, ¢ pertanto Xy (-, 8)—~ W, () per o o.
La dimostrazione del teorema che segue usa la stessa idea dianzi usata

per il Teor. 3.

TEOREMA 5. Sia {{;} wna successione complessivamente limitata che

1

soddisfi le condizioni (1), (2), (4) e tale c/zeJ V3, by dew = 0 se 7= == £.
. ) ,

Poniamo, nel Teor. 3, P = misura di Lebesgue in [0, 1] e, in luogo della cond:-

[

zione &, ;=0 per j>m, ammettiamo che 2 %, | @] <oo. Allora la tesi
| ~

del Teor. 3 sussiste, colle seguenti nuove definizioni di o,,(w) e di A% : ¢, (w) =

3 * &, L\
=21a'"’j ad; (@) , A, = (Llocm,j aj) .
= ~

OSSERVAZIONE. In particolare possiamo porre, nel Teor. s, a,, =7,
ove 0<7,<1, con 7,% I per m—oo. In questo caso le o, (@) risultano
le medie Abel (con parametro discreto) di S (w):Zaj ¥; (w).

Nel teorema che segue (per la cui dimostrazione cfr. [4], Th. (1.6.2.))
appaiono le medie Abel di S (w) con un parametro continuo 7€ [0, 1).
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o0
TEOREMA 6. Sia 3, #7| a;| < oo per v € [0, 1). Sia {{,} una successione
=

soddisfacente le stesse proprieta ammesse per la {;} che appare nel Teor. 5.

oo ’ 1/2 0
Scriviamo A, = (Z 72/ a?) , e o, (w)= D a;7 (). Poniamo inoltre,
‘ 7=l =1
per definizione, X, (w ,t) = A} o, (w) ove AL? AL =t Ammettiamo pot che
si verifichino le condizioni (i) e (i) del Teor. 3, e che risulti
) :

lim | X, (w,#t) X, (w,ty)dw=1T1(,%)eR se¢ t ,t,€]0,1].

r—>1 )

Sia P la misura di Lebesgue in ([0, 1], ®B). Allora esiste un processo gaus-
siano {X (+,8):0< ¢t < 1} tale che X,” L= X in (C, Q).
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