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Geometria. — Le reti di simmetrie delle quadriche come modelli 
dei p ian i metrici finiti^*’. Nota (**} di V i n c e n z o  D i c u o n z o ,  pre­
sentata dal Socio E. B o m p i a n i .

Summary. — The purpose of this paper is to represent the metric planes, over a field 
of characteristic >  2, by bundles of symmetries of the quadrics and their transformations.

I. R a p p r e s e n t a z i o n e  d e l  p ia n o  m e t r i c o  f i n i t o  d i  t i p o  i p e r b o l i c o

Sia S (3 > ?) uno spazio proiettivo d i dimensione 3 su un campo d i caratte­
ristica  >  2, d i ordine q — p h, dove p  è un num ero primo >  2 e h è un intero 
positivo. Siano inoltre Ö una quadrica d i  S (3 , q) a p u n ti ellittici o iperbolici 
e fD la polarità definita da G.

Si chiam a sim m etria d i & la restrizione a Ü di una omologia arm onica di 
S (3 ,q )  perm utabile con ®. Se X è una sim m etrìa di .0 , indichiam o con %  
l’insieme delle sim m etrie di & perm utabili con X. Poiché ad ogni sim m etrìa 
di Ö è associato un piano segante & e due simmetrie perm utabili di Ö hanno 
i piani associati coniugati in <I>, si ha che gli elementi di oÜx sono q2. Indichiam o 
con £ la conica di & luogo dei punti uniti di X e con 00 il piano di £. Si noti che 
la restrizione ad £ di un elemento di cìtx è una involuzione. Gli elementi d i oìtx 
vengono distinti in iperbolici o ellittici, secondo che sia iperbolica o ellittica 
l’involuzione corrispondente su £.

D ati due elementi a e b di oRx, si chiam a fascio d i eftx / ’insieme degli ele­
m enti c d i  oRx, ta li che abc e cRx: per il teorem a delle tre sim metrie di Ö questo 
significa che i piani a , ß , y di S (3 , q) associati ad a , b , c appartengono ad 
uno stesso fascio, passano cioè per una re tta  r. Se è un fascio di àtx ed r  è 
la re tta  di S (3 , q) associata ad secondo che il punto P =  r  n  co sia interno 
o esterno ad £, oppure appartenga ad £ , W viene detto ellittico, iperbolico o 
parabolico e contiene q +  1 , q , o q —  1 elementi. I fasci ellittici inoltre sono 
~^r(l(g— 0 > quelli iperbolici — q ( g +  1) e quelli parabolici q +  1. Va osser­
vato che nel caso di un fascio ^  di cRx ellittico o iperbolico gli elementi di ^  
sono perm utabili con un elemento di cRx e inoltre le restrizioni ad £ degli ele­
m enti di $  sono involuzioni appartenenti ad uno stesso fascio e sono perm u­
tabili con una stessa involuzione. Se ^  è parabolico, gli elementi di $  deter­
m inano su £ involuzioni iperboliche aventi in comune come punto unito 
uno stesso punto di £.

!(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche e 
Geometriche (sezione n. 4) del C.N.R., presso l’Istituto di Matematica Applicata della 
Facoltà di Ingegneria dell’Università di Roma.

(**) Pervenuta all’Accademia l’n  luglio 1973.
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Ciò premesso, come rette e p u n ti del piano  IIh da rappresentare su €l 
assum iam o rispettivam ente £-/z elementi e i  fa sc i d i 9lx . U na retta d i  IIh viene 
detta ellittica o iperbolica, secondo che sia tale l’elemento corrispondente di

un punto dt ITh viene detto ellittico\ iperbolico o singolare, secondo che 
sia rappresentato  da un fascio ellittico, iperbolico o parabolico.

La relazione di appartenenza tra una retta e un punto d i  ITh viene espressa 
dall’appartenenza d i tre elementi d i  cRx ad  uno stesso fascio  S7, per cui il loro 
prodotto è un elemento di W.

Due rette di IIh  vengono dette parallele, se gli elementi corrispondenti 
di oRx individuano un fascio parabolico, se cioè esse passano per un punto 
singolare di ITh, altrim enti sono dette incidenti. U na re tta  ellittica non ha 
punti singolari e risulta perciò incidente rispetto a qualunque retta, m entre 
il parallelism o si presenta solo tra  rette iperboliche. Si verifica facilmente 
che, rispetto ad  una retta iperbolica a d i IIh , per un punto  P G a, passano  
due rette parallele ad  a.

Il piano IIh così costruito risulta a debole stru ttu ra  di incidenza, perché 
può m ancare la re tta  per due punti distinti: infatti, dati due punti iperbolici o 
uno iperbolico e l’altro parabolico, può m ancare la re tta  passante per essi, 
in quanto le rette associate in S (3 , q) possono appartenere ad un piano tan ­
gente a £bin un punto di £. Per ottenere la stru ttu ra  di incidenza di un piano 
proiettivo bisogna in trodurre delle nuove rette che vengono chiam ate isotrope, 
m entre le altre sono dette ordinarie. A  questo scopo è utile prem ettere la defi­
nizione di perpendicolarità tra  rette ordinarie.

D ue rette ordinarie a e b d i IIh vengono dette perpendicolari, se g li  elementi 
corrispondenti oc e ß d i cftx sono perm utabili e quindi sono perm utabili le invo­
luzioni corrispondenti su £. Poiché gli elementi di àJtÀ perm utabili con un ele­
m ento y di cRx appartengono ad un fascio ellittico o iperbolico, le rette d i  n H 
perpendicolari ad  un retta ordinaria c passano per uno stesso punto non singolare 
C detto polo d i c. Viceversa, per una proprietà dei fasci non parabolici le rette 
passanti per run punto non singolare C sono perpendicolari ad  una stessa retta 
c, la quale viene detta polare d i C.

Ciò premesso, dato un  punto singolare P, si definisce retta isotropa associata 
a P Pinsieme costituito da P e dai po li delle rette iperboliche per  P. Il piano 
ITh am pliato con le rette isotrope acquista la s tru ttu ra  di incidenza di S(3 , q).

L ’esistenza di terne di involuzioni su £ perm utabili a due a due significa 
esistenza su ITh di terne di rette perpendicolari a due a due, cioè esistenza su 
IIh d i triangoli trirettangoli. Le terne di involuzioni su £, perm utabili a due 
a due, sono tali che sia dispari il num ero di quelle iperboliche, se \ ( q  +  0

è dispari, e sia invece dispari il num ero di quelle ellittiche, se — ( 3  +  i) è 
pari (v. [4]): questo significa che i  p ia n i metrici del tipo d i IIh, rispetto a i trian­
goli trirettangoli, si possono suddividere in  due classi, secondo che —- (^ +  1 ) 
sia d ispari o pari.

Indichiam o con Gx i l  gruppo generato dagli elementi d i  àK x . Se a e aRx , indi­
chiam o con Vautomorfismo interno d i  Gx associato ad  a. Poiché il prodotto
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di tre elementi di gJLx appartenenti ad un fascio % è uguale ad un elemento di 
^  m ediante , gli elementi di 3lx si m utano in elementi dello stesso tipo e 
restano uniti gli elementi di gHx perm utabili con oc. Questo significa che, m ediante 
§a, rette di Uh si m utano in rette di n H dello stesso tipo e restano unite quelle 
perpendicolari alla re tta  a rappresenta ta da a: si conservano inoltre la perpen­
dicolarità e l’appartenenza, per cui punti si m utano in punti dello stesso tipo. 
§a viene chiam ato sim m etria assiale. Si definisce movimento d i Uh ogni prodotto 
d i simmetrie assiali. 1 7 novimenti d i  IIh  form ano un gruppo isomorfo a l gruppo  
dei movim enti d i un piano metrico fin ito  d i tipo iperbolico. Infatti a tale gruppo 
risulta isomorfo il gruppo degli automorfismi interni di Gx (v. [3], n. 1). Per 
altre proprietà del gruppo dei movimenti di IIh si rim anda al n. 1 di [2].

I I .  R a p p r e s e n t a z io n e  d e l  p ia n o  e u c l id e o  f in it o

Nello spazio S(3 , q) del n. 1 siano una quadrica a p u n ti ellittici, <I>i la 
polarità definita da ed E un punto d i G ì . Indichiam o con oRE / ’insieme delle 
simmetrie d i Gì aventi E come punto unito', gli elementi di eRE sono q2 fi- q. 
D ati due elementi oc e ß di gRe si definisce fascio d i cJlE / ’ insieme degli elementi y 
di cHe ta li che ocßy e tilE . Come al n. 1, ad ogni fascio S7 di eïtE è associata una 
re tta  r  di S (3 , q), la quale passa per E e quindi rispetto a Gì può essere secante 
o tangente: in corrispondenza il fascio %' viene detto proprio  o improprio. I 
fasci propri sono q2 e quelli im propri q +  1: ciascuno dei prim i contiene 
q +  i elementi e ciascuno degli altri contiene q elementi.

Ciò premesso, come rette e p u n ti del piano  I IE da rappresentare su Gì 
assum iam o rispettivam ente g li elementi e i  fa sc i d i  cftE . U n punto ài H E viene 
detto proprio  o im proprio , secondo- che tale sia il fascio im m agine di esso.

L a relazione di appartenenza tra rette e p u n ti d ì  I IE è identica a quella 
del piano IIh del n. 1. Due rette di I IE vengono dette parallele, se gli elementi 
corrispondenti di oRE appartengono ad un fascio improprio.

Cpme al n. 1 la perpendicolarità tra rette d i H E viene definita come 
perm utabilità tra g li  elementi corrispondenti d i cRE . Poiché gli elementi di cRE 
perm utabili con un elemento a di oRE formano un fascio im proprio $  e sono 
perm utabili anche con gli elementi del fascio im proprio cF contenente oc, 
si ha che le rette d i I IE perpendicolari ad  una retta a sono parallele tra loro 
e sono perpendicolari alle rette parallele ad  a. D a questa proprietà consegue 
V esistenza dei rettangoli.

Indichiam o con GE i l  gruppo generato da gRe . Ragionando come al n. 1 
assumiamo come sim m etria assiale d i I ÏE Vautomorfismo interno d i  Ge relativo 
ad un elemento d i eJtE e definiamo movimento d i HE ogni prodotto d i simmetrie 
assiali. I  movim enti d i I IE generano un gruppo  GE che è isomorfo a l gruppo dei 
movim enti - del piano euclideo costruito su un campo d i caratteristica >  2. A 
tale gruppo è isomorfo infatti il gruppo GE, dato che ad ogni elemento di gHe 
è associato un ben determ inato elemento di una rete im propria di omologie 
arm oniche di S (3 , q) perm utabili con $ i  (v. [2], n. 1). Per altre proprietà 
del gruppo dei m ovim enti di I IE si rim anda al n, 1 di [2].
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II I . R a p p r e s e n t a z i o n e  d e l  p ia n o  d i  M in k o w s k i  f i n i t o

Nello stesso spazio S (3 , q) dei paragrafi precedenti siano Ô2 una quadrica 
a p u n ti iperbolici, €>2 la polarità definita da <3 2 ed M un punto d i £<2. Indichiam o 
con gKm Vinsieme delle simmetrie d i  3 2 aventi M come punto unito'. gli elementi 
di cEm sono q2 — q. D ati due elementi a e ß di cHm si chiam a fascio d i oÄM Vinsie­
me cF(oc , ß) degli elementi y d i ta/z che aßy e oRm • Come nei paragrafi 
precedenti ad ogni fascio di ERm è associata una re tta r  di S (3 , q), la quale 
passa per M e rispetto a £>2 può essere secante o tangente. In corrispondenza 
il fascio  viene detto proprio  o improprio. I fasci propri sono q2 e quelli 
im propri q — 1 : ciascuno dei prim i contiene q —  1 elementi e ciascuno 
degli altri q elementi.

Ciò premesso, come rette e p u n ti del piano IIm da rappresentare su £>2 
assum iam o rispettivam ente g li elementi e i  fa sc i d i eRM. U n punto  di ITm viene 
detto proprio  o improprio , secondo che tale sia il fascio im magine di esso.

La relazione di appartenenza tra rette e p u n ti  di ITm è identica a quella 
dei piani n H e ITe . Due rette di n M vengono dette parallele, se gli elementi 
corrispondenti di cRm appartengono ad un fascio improprio.

La s tru ttu ra  di incidenza di IIm è più debole di quella del piano di M in­
kowski costruito su un campo di caratteristica >  2, in quanto, dati due punti 
propri distinti di IIm, può non esistere la re tta passante per essi: infatti due fasci 
propri opL ed ^2 di cRM non hanno in comune un elemento di oEm , nel caso in cui 
le rette di S (3 , q) associate ad ed ^2 appartengono ad un piano tangente 
a Ö2. Per ottenere la s tru ttu ra  di incidenza del suddetto piano di M inkowski 
bisogna in trodurre delle nuove rette> che vengono chiam ate isotrope, m entre 
le altre vengono dette ordinarie. D a ti su  Um due p u n ti propri A  e B non 
congiungibili, si definisce retta isotropa d i IIM per  A  e B Vinsieme costituito 
dai p u n ti  A e B e dai p u n ti propri d i  IIm non congiungibili con A  e B. 
A d ogni re tta  isotropa risulta associato un piano di S (3 , q) tangente a (9 2 
e passante per M: poiché i piani di S (3 , q) tangenti a &2 in punti diversi 
da M sono suddivisi in due fasci, anche le rette isotrope di IIm sono 
suddi vise in due fasci im propri. Siccome per una re tta  di S (3 , q) per M 
secante O2 passano due piani tangenti a Ö2, si ha che per un punto proprio  
d i n M passano due rette isotrope. I due fasci im propri di rette isotrope 
vengono assunti come punti im propri singolari e ad ogni re tta  isotropa 
viene aggiunto uno di essi.

Come per Iln  e IIe, la perpendicolarità tra rette ordinarie d i n M viene defi­
nita come perm utabilità tra g li  elementi corrispondenti d i  cRm . Ragionando 
come per IIe si ha che le rette ordinarie d i  IIm , perpendicolari ad  una retta 
ordinaria a, sono parallele tra loro e sono perpendicolari anche a tutte le rette 
ordinarie parallele ad  a: ne consegue Vesistenza dei rettangoli.

Indichiam o infine con Gm i l  gruppo generato da cRM • Ragionando come 
per ITh assum iam o come sim m etria assiale d i IIm P automorfismo interno d i Gm 
relativo ad  un elemento d i AM e definiamo movimento d i n M ogni prodotto d i
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simmetrie assiali d i  nM. I  movim enti d i  nM generano un gruppo isomorfo a l 
gruppo dei m ovim enti del piano d i M inkow ski su un campo d i caratteristica >  2. 
A  tale gruppo è isomorfo infatti il gruppo GM, dato che ad ogni elemento 
di cRm è associato un ben determ inato elemento di una rete im propria di omo­
logie armoniche di S(3 , q) perm utabili con <T>2 (v. [2], n. 2). Per altre proprietà 
del gruppo dei m ovimenti di I IM si rim anda al n. 2 di [2].
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