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Analisi matematica. — Sur Vinéquation des ondes non linéaire 
dans la fonction inconnue et avec un convexe dépendant du temps. 
N ota II  di M a r c o  B i r o l i  (* (**)} presen tata^*) dal Corrisp. L. A m e r io .

RIASSUNTO. — Si dà la dimostrazione del Teorema i enunziato nella Nota I.

§ 2. D é m o n s t r a t io n  d u  T h é o r è m e  i

On peut, pour la condition (1,4), supposer sans perdre de généralité
K20  =  £2(Ü).

Démontrons, d ’abord, l’existence d ’une solution du problème de Cauchy 

(2 ,1) u "  (t) Au(f)  -)- I u ( t )  |P U (f) 4" (3lK1(/))x^/(0 ~

=  f  (t) p.p. sur [0 , T] dans £2(Q) , X >  o .

U (o) =  Uq U' (o) =  ux

« ( / ) e C ( o , T ; H 5(Û)).

Nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin.
Indiquons par {v± , v2 , • • •, vn , • • •} la base orthonormale de £2(Q) 

formée par les vecteurs propres de A, qui est aussi une base de H J (O) et 
de H 2(O), par l’espace engendré par les vecteurs v i , - - - , v n et par ( , )  
l’usuel produit scalaire dans £2(£i).

Considérons le système

(2,2„) (u” (t) , vl) —  (AU ( 0  , vi) +  ( I U (t) |p U (t) , Vt)  +  -

+  ((S’Ik-l(/))a u ' (t) , vi) =  { / ( t )  , vi) , i == i , • . . ,  n .

u(o)  =  u0 n ' u f o )  =  uln 

u ( t ) e  C (o  , T ; V„)

où u0n , ul n e v n et

lim u0n =  u0 dans H 2 ( f i )n H j (Q)
n—> 00
lim Uin =  ux dans H j(0 ) .

n 00

Des théorèmes connus sur les systèmes d ’équation différentielles ordi­
naires on a que (2 ,2) à une solution définie sur l’interval [0 ,4 ]-

(*) Istituto di Matematica dell’Università di Parma ed Istituto di Matematica del 
Politecnico di Milano.

(**) Nella seduta del 19 giugno 1973.
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De (2,2„) on a

(2,3) - - ^ - ( I I « ì ( 0 IIh1 +  IIA«.C0 II£O =

=  ( / ( 0  . —  A m (  ( 0 )  —  (  I u„ ( / )  | p un (t) , —  A u„ (l)) —

—  ( ( S I k ^ o X  Un (f) , —  A u'„(t)) .

Observons maintenant que, [3], on a

( ( ^ K p o X  u'n(t) ,   A Un(t)) >  {a ( / )  , . ( 9 1 ^ ( 0 )  Un(t)) .

De (2,3), en intégrant, on a donc

(2>4) ~  II Un (f) HH1 +  VT II ^ Un(f) 11̂2 <  ~  II %||H1 +  —'ll AUq 11̂2 +
t

+  1 1 ( / G O  » —  A  Un {s)) —  (  I un {£) | p u„ (t) , —  A  un (s)) +
Ô

+  y  IK  0 ) llg. II un CO 11̂  +  -% |K  (s) ||£2j ds .

De (2,4), en intégrant par partie, on a

-  If Il*i +  -  Il A un (0 II®. <  C2 +  ( /  (0 , -  A un (/)) -

—  (  I « „  ( 0  f  un (t) ,  —  0Mn ( 0 )  —  ( / ( o )  , —  A m 0 „ )  +
t

+  ( I «0» r  «0* » — Au0„) +  I  I ( /  (0  , Aun (0) —
Ö

— p  (  I u„ ( o  |P « o  ( o , A ü c „  ( 0 )  +

+  -  Il «I 00 ||Ä, II u ’„ (0 ||Ä. +  IK  (0 ii£2 I d j .

D ’après les théorèmes de Sobolev, si

1 1 1 1 1—  jj- —  j_  —  — j
n q 2

on a S? (Q) H j (Q); observons, qu’ étant p <  , on a aussi p n <  q .

On a alors

1 0 « .  c o  r  c o  > a ^  ( o )  i <  y 1 « „  c o  r  nr  y ul c o  ii£ ?  il a ^  ( o  ii£ 2 <

<  Il u„ (t) y 1 II un (Z) Il , Il Am (0 II 2.Hq H0 X
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On a alors,

(2,5) - I I ^ 0 I I hJ +  - I I A ^ ( O |Ç 2 <

<  C3 +  C/(0 » — (0) ~ ( \ u „  (t) |p Un (t) , — A Un f j )  +
t

+  J I 11/ CO ll£. Il A«„ (s) ||£* +  Il un (s) | |^  Il UL (s) ||Hx •
0

• Il Au„ (s) ||£, +  y  II ax (s) ||£a II Un CO ||£a +  Il «i CO II£21 d j .

De (2,2S) on a äu ss i

(2,ö) T W  d i " ” «  Ufi* +  Il “ « «  Uhi +  Il « . (0 Ç + . ) <

<  i f f )  . Un (t)) — ((aIKl(o)x Un if) , Un f)) <

<  C4 II U„ f )  ||£2 +  C4 .

De (2,6) on a

(2>7) Il un 00 IIhJ — ^5

p.p. sur [ 0 ,4 ] ,  où C5 est une constante qui ne dépende pas de n et tn> 
mais dépende de A.

De (2,5) on a alors

(2,8) - |K ( / ) | |* i  +  ÿ | |A « Â(/)||Â,

^  c 3 +  i f f )  , — Au„ f))  — ( I u„f)  |p unf )  , — A unf j)  +
t

+  [ S II/' f )  ||£2 II Au„ f )  ||£2 +  C5 II Unis) ||HJ II AUn CO ||£2 +
0

+  y  II 00 II** Il Un is) ||fi. +  ^ - 11% f )  ||fi2 I d* <

< C 3 +  i f f )  , — A «, (0 ) +  Il «„ (0  \ Ç  II Aun (0 ||£. +
t

+  J I 11/  CO 11̂2 II AUn f )  ||£2 +  C5 II u'n f )  ||H1 II AU„ is) ||£2 -j- 
0

+  -  |K  f )  ||£2 11 U'n f )  1|£2 +  ^  Il ^  (0  ||£2 I d* <

<  C2 +  M II Aun f )  ||£2 +  Cg+1 II Au„ f )  ||£2 +
t

+  J I II/' 00 II*. II AuMis)\\f +  C? Il Un is) ||HJ II Aun is) ||£2 +  
oJ

+  y  Iki is) ll£a II «; is) ||£2 +  Il f )  ||£2 \ d*.
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De (2,8) on a:
Il un (t) ||Hl <Ç Cg

0
Il ^ Un 00 11̂2 <  C7

Il Un (f) ||̂ 2 <  Cg

p.p. sur [o, tn], où C6 ,C 7, C8 sont des constantes, qui ne dépendent pas de n 
ou tn, mais qui dépendent de X.

On peut donc prolonger la fonction un(t) à une solution de (2,2*) sur 
[o , T] pour laquelle (2,9) et (2,10) sont valables sur [o , T] p.p.

De (2,9) et (2,10) on peut supposer sans perdre de généralité que

(2,1 1) lim* Un (0 =  Un (t)
»-»00

dans £2( o , T ; £ 2(Q))

(2.12) lim* un {£) =  u' (i)
«->oo

dans Ho (O) uniformément sur [o , T]

(2.13) lim* un (t) — u (()
«—>00

dans H 2(D) uniformément sur [o , T].
De (2,12) on a

(2, H) lim (3Ik1(o)x Un(t) =  (3Ik1(o)x u\ î)n—>00
dans £2(£2) uniformément sur [o , T].

De (2,13) on a

(2,15) lim I un (t) |p un (t) =  \u  (t) |p u (t)
»-> OO

dans £2 (Q) uniformément sur [o , T].
De (2,11), (2,13), (2,14) et (2,15) on a que u (t) est solution de (2,1); 

le résultat est ainsi démontré.
Démontrons maintenant la partie du théorème concernante l’existence. 
Considérons l’équation

(2, ï 6) u"(l)  Au(f)  +  I m(/) |p u(t)  +  (3Ik1(o)x (t) =

— f ( f )  P-P* sur [o , T] dans £2( ü ) , X > o  
u (o) =  u0 u ' (o) = . ux .

(2,9)

p.p. sur [o , tn], et donc 

(2, IO)

De la partie précédente, (2,16) a une solution ux (t) 6 £°° (o , T ; H 2(Q )n
O H J (Q)) avec u{ (t) e £°° (o , T ; Ho (Q)) et u{ (t) e £°° (o , T ; £2 (Q)).

Nous observons que:

(3Ik1(/))x
z' — PK1(/)*'_

VX >  o , v e £2(ü), où PrjlCo est l’opérateur de projection sur Kx (£).

12. — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fase. 3-4.
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Indiquons

h  (0  =  Il (t) — P K-l(0 u{ (f) y a .
On a [6],

I M 0 M 0 ~  (ui(t) , u x ( t ) ~  Pki(o M 0 )  I <  - ^ ( 0  M 0

où v (t) indique la variation du convexe Kx(t) (cfr. [5], [6]), dont

I M O  M O  + .(AM 0  — I M O  |PM 0  — (S Ik jM x M O , M O  — P k ^ o M 0) | <

dv<  iM O  M O
dont 

(2. 1 7) M O  + t M 0 ^ C 0 +

+ Il Â x (0 II*. + Il (0 Ig 1 + 11/ (0 11*2.

De (2,16) on a: 

i d
(2,18)

dont on a

7  -dF ( H w  Ufi* +  Il ** (0 t j  -  Il ^  (0 Ç + 2) <
<  ( /  (0 , Ux (t)) — ((aIKl(/))x «X ( 0 , u{ (t))

(2 ,19) Il «x (0 llHi ^  Q i0
p.p. sur [o , T], où Q1 est une constante qui ne dépende pas de X. 

De (2,16) on a aussi

-  - S ' ( H M O  IIhj +  I l ( 0  11*0 <  ( /  (0 >  -  A*0 (0 )  -

~  ( I ux (t ) |p Ux{t), —  AUx (0 ) —  ((3I k i(o)a Ux (0 , Ux (t)) . 

Par le même procédé de la prémière partie on a alors

Y  II ^x (0 llHi +  y  II . ^ x  (0 H532 ^  y   ̂ ^  HhJ +  Y  II ll^2 

+  ( /  00 > '—  (fj)  --- ( I U\ (t) |p Ux (t)  , —  A Ux 00) "—

Y~ ( / ( ° )  > ---ÂUq) +  ( I u0 |p Uq , •— AUq) +
t

+ 1 1 C A O . -  AM 0) +  P II «X (0 ll̂ x II «x (0 IIhj II A«* (0 ll£2 +
0

+  Il a  CO II*. Il (^IkjcOa ux (s) ||£2 ì di' <
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^ — \\ui IIhj +  y  II &uo 11̂ 2 +  ( / C O  , —  A u \ ( 0 )  —  

( I u (0 I u (0 > Â x (0) ( /  (o) > — A^0) -j-

+  (  I «0 | P ^0 > —  A « o )  +  I . ( / '  (j ) ,  — - Aux(s)) +

+  P II ux(s) I|pj! Il ux 0 ) ||Hl II Aux (s) |La +

+  Il a 0 ) ||£2 ( ĵjj (s) +  Il A ux (s) ||£2 +  Il ux (s) Ĥ 1 +  | | /  (s) J|£2) | dj

dont, étant ï 2(p+1)(£2) o *  Ho(0 ) et de (2,19)

2 II u \  IIhj +  Il A u §  ||22 +  Q2 II Auq 11̂2 +

+  M II A ux (t) ||£2 +  Q i+1 II A ux (t) ||fi2 +
t

+  J I ( / '  «  , -  A** (s)) +  p QS ||.«x (s)) ||Hj  II Au-a 0 ) ||fi. +
0

+  Il « 00 ||Ä.
àv 
d t (0 + | |A « x |U  +  QÌ+t +  | | / ( f).|| .

où Q2 est une constante qui ne dépende pas de X. 
On a alors

(2>2°) | | A « x ( 0 lls» ^ Q s

(2>21) Il ux ( t )  ||Hj <  Q4

p.p. sur [o ,T ], où Q3 et Q4 sont des constantes qui ne dépendent pas de X. 
De (2,17) on a alors

(2,22) (0 + (0 <
du 
d t ( 0  +  Q ô

où Q6 est une constante qui ne dépende pas de X.
De (2,22) et des lemmes 3 et 4 de [1], on peut alors supposer sans perdre 

de généralité que

(2.23) Km* 0 Iki(o)x (0  -  Z (0  dans ^ ( o  , T ; S2(Ü)) .
1- -̂0

De (2,20) et (2,21) on peut alors, supposer sans perdre de généralité

(2.24) lim* ux (it) — u{t)
À-> 0

dans H 2 (O) uniformément sur [o , T],

(2.25) lim* u\  ( 0  =  u’ ( 0
X->0
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dans HJ (fi) uniformément sur [o , T] et donc

(2.26) lim u\ (t) — ur (t)
X->0

dans fi2 (O) uniformément sur [o , T] et enfin

(2.27) lim* ü{ (t) =  u" (t)
X-> 0

dans S1 (o , T ; S2 (O)).
Observons maintenant que

(Sliq^x^xOO e (^iqoo) (Jx(/) «x(0 )

où J \(t)  : ß2(fi) -> ß 2(fi) est la résolvante de 9l Kl(o •
De (2,26) on a que

(2.28) lim (Jx(0 «xOO — Jx(0 u' (t)) =  o
x-^o

dans ß2(o , T ; ß2 (£})).
De (2,28) on a alors que

(2.29) lim Jx(/)#x (0 =  «'■(/)
X->0

dans S2( o ,T ; .ß2(Q)).
De (2,23) et (2,29) on a

(2,3°) X 00 e (0

p.p. sur [o , T] dans ß2(lQ).
De (2,24) on a aussi

(2,30 lira I ^x (0 |P (0 =  I « (0 |P u (t)
X->0

dans ß2 (Q) uniformément sur [o ,T ].
De (2,23), (2,24), (2,27), (2,30), (2,31) on a

(2,32) u" (t) —  Au (t) +  \ u (t) |p u (t) +

+  31^(0 u ’(t) a/(jf) p.p. sur [o ,T ]  dans ß2(Q)

U (o) =  Uq u f (o) =  u±

« ( / ) 6 C ( o , T ; Hj ( Û ) ) .

On a ainsi démontré la partie du théorème concernante l’existence.
Passons maintenant à la partie concernante l’unicité.
Soient ux(f) et u%(i) deux solutions dans C (o ,T ;H o (Q ))  de (2,32) et 

indiquons w  (f) =  ux (t) •— (t).
On a

-  +  il ^ c o i I h j ) ^

^  — (( ! % 09 lp % (0 — I *2 (0 lp u* (*)). w ’ (0) •

(2,33)
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De (2,33) par la même méthode utilisée dans le cas Kx (/) =  V par 
J. L. Lions, [4] pg. 15, on démontre u±(t) =  u2(f) p.p. sur [o , T].

Le résultat est ainsi complètement démontré.

§ 3. U n e x e m p le

Soient ( t , x) , i  =  1 , 2 ,  deux fonctions dans ß°° (o , T  ; H 2 (O)) avec

—ÿ f  (t > x) £ S1 (o , T ; ß2 (O)), (t j x) <  o <  (/ , x) p.p. sur [o , T] X T et

x ) <  ÿ 2 (t, x) p.p. sur [o ,T ]X Ü  , ^ 0(^ )e H 2(Q )nH Î(D ) et ^ ( r )e H o (O )  
avec (p y x) <  u\ (x) <  ^2 (o , x) p.p. sur Q.

Posons enfin

(3.1) Kx(0 = {v (x) 1' »(*) 6 S2 (O) v (x) > ^ 1 ( t yx) p.p. sur D}

(3 >2) K2 (?) = {» 0 ) 1 z/ (at) e S2 (O) v (x) <  ty2 ( t , x) p.p. sur 0 }

Posons
=  A <k(/,.) * = 1 , 2 .

Par le principe du maximum on peut vérifier que (t) , K ,(/) , i =  1 , 2, 
satisfont (1,3); on vérifie aussi facilement que les convexes K{(t) satisfont (1,4).

Dans ce cas on peut donc appliquer le Théorème 1 et conclure que le 
problème (1,2) a une unique solution u (f) e ß°°(o , T ; H 2(Q) n  Ho(Q)) avec 
u r (t) e £°° (o , T ; Ho (O)) et u"(t)  e &(p  , T ; S2 (O)).

Observons enfin que dans ce cas le problème (1,2) est equivalent au 
problème

2̂
~  (t ,x )  —  A u ( f , x )  +  \ u ( (  , x)  = f ( t , x )

p.p. dans la partie de [o , T] X O où on a 

^ { t  , x ) < ~ ( t  , x ) <  <1*8( t , x)  ;

( t , x )  =  ou

p.p. ailleurs dans [o , T ] X Ü

(  ̂) • ) e C (o , T ; H J (Q))

p.p. dans £L 

p.p. dans O.

u ( o  , x) === Uq (x) 

%  ( °  >x ) =  « i W
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