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Analisi matematica. — Swur ['indguation des ondes non linéaire
dans la fonction inconnue et avec un convexe dépendant du temps.
Nota I di Marco BiroL1® presentata @ dal Corrisp. L.. AMERIO.

RIASSUNTO. — Si da la dimostrazione del Teorema 1 enunziato nella Nota I.

§ 2.  DEMONSTRATION DU THEOREME 1

On peut, pour la condition (1,4), supposer sans perdre de généralité
K () = £2(Q).
Démontrons, d’abord, I'existence d’une solution du probléme de Cauchy

(2,1) w' (@) —Du@) + | u@ [ u@ + @lxeh o' () =
=f(@# p.p. sur [0o,T] dans £*(Q),Ax >o0.
% (0) = uy %' (0) = 2,

u(@)eC,T;Hy(Q).

Nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin.

Indiquons par {v;,vy,---,,, -} la base orthonormale de £2(Q)
formée par les vecteurs propres de A, qui est aussi une base de Hy(Q) et
de H?(Q), par V, I'espace engendré par les vecteurs oy ,- - -, v, et par (,)

Pusuel produit scalaire dans <2(Q).
Considérons le systéme

(2,2,) @ (@), v) — Qau @), v) + (1) u(®),v) +
+ ((aIKl(f)>7\ %,(t> ) Z/,-) = (f(@ ’ 7){) ) i=1 sttty M.
u(0) =uy,  #(0)=u,

u(@)eC@,T;V,)
ou #gy,,%,€V, et

lim wy, =uy  dans H?(Q)NHj(Q)

n—> 0
. 1
lim 2, = u dans H;(Q).
7 —>00
Des théorémes connus sur les systémes d’équation différentielles ordi-
naires on a que (2,2) a une solution définie sur linterval [o,Z,].

(*) Istituto di Matematica dell’Universith di Parma ed Istituto di Matematica del
Politecnico di Milano.
(**) Nella seduta del 19 giugno 1973.
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De (2,2,) on a

(2,3) Tz (Ol + 18,0 ) =
= (&), — D, (1)) — (| 2, (&) P 20, (), — Doty () —
— (CTxy ) 2 (2) , — Aot (2)) .
Observons maintenant que, [3], on a
(Lo 1(8) s — Mea(®) = (@ (@), (L, ) 2 (8))

De (2,3), en intégrant, on a donc

(2,4) 5l @+ 5 182, () e < Sl oy I + 5 1l Ao I +
[ 1070 = 8k — (P 1,0, — B, ) +
0

s el o (9) llge + S @y (5) llo { ds -
De (2,4), en intégrant par partie, on a
SN O+ 5180, O 2 = Co + (), — B, () —

— (o, ()P 2, (8), — B, (2) — (f (0) , — Darg,,) +

+ (0, P 0, — Aatg,) + /§ () ) Dy () —

0

—o (12, () "2 (), Dae, () +

5 1a O el g+ 5l (s { ds.

D’apres les théorémes de Sobolev, si

2
n—2

on a £7(Q) c., Hy(Q); observons, qu’ étant p < -, on a aussi pz <g.

On a alors
| (12 (&) P2 (@), Dae @) | <N 126, () F llgo 1 20 (2) g || A (2) Il o <

<10 () s 1160 e 1809 s,
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On a alors,
, 2
(2,5) 5 @ gt 4+ 11 Aae, () e <

=CGHU@O, —Bu, @) — (1w, @ o, (&), — Au, () +

AL PO N AT A PAT E
0

1A, (5) lga 5 Nl () lge 26 (5) lga + 2y (9 1o { s -

De (2,2,) on a aussi

(2,6) 3 (1@l + 10, O gy + 12, 5ra) <

< (@) 5w (8) — (@l 4 (2) , 2, (2)) <
< Cyllw @) lle +Cs.

De (2,6) on a '

(2,7) 40 () iy < Cs

p-p. sur [0,2,], ou C; est une constante qui ne dépende pas de # et 2,
mais dépende de A.
De (2,5) on a alors

@8 Sla@lhy+ 5 1Ay, @l <

<GC+U@,—bu, @) —(1u,&) " 0, , — Aw,(®)) +

¥ J % £ (5) g 1l A (5) g -+ C 1164 5) I 11 A (5) e 4

0

T3l e 16Ol + S e () e do <

< Ca + (@), — Dty (B) + [, D 151 A, (B o +
+ § 17 (5) e 1 80, 5 g =+ C5 166D g Aty 5) N+
0

3 e @ a1 S s e s <

< Ca+ M || Aw, () |2 +C5 || Aw, (&) [l o +
+ f § 17" 6D lge 1l Aoty (5) lgs =+ €5 1126 g 1 Aty () 0 +
0

5 1120 () lga I 2n (5) lga + 52 () Il § ds.
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De (2,8) on a:

26 &) s < Co
(2,9) ;
| Az, (&) llgz < Cy

p-p. sur [0,2,], et donc
(2,10) I (0) e < Cs
p-p. sur [0, ¢,], ot Cg,Cy, Cg sont des constantes, qui ne dépendent pas de 7
ou Z,, mais qui dépendent de A.

On peut donc prolonger la fonction #,(#) & une solution de (2,2,) sur
[0, T] pour laquelle (2,9) et (2,10) sont valables sur [0, T] p.p.

De (2,9) et (2,10) on peut supposer sans perdre de généralité que

(2,11) Km* 2, (2) = u"" (2)

dans €%(0, T ; 2(Q))
(2,12) lim* 24, (¢) = o' (¢)

dans H{(Q) uniformément sur [o, T]
(2.13) im* o, (£) = u (¢)
dans H?(Q) uniformément sur [o, T].
De (2,12) on a
(2,14) lim (3I, ) s (£) = (Rl, ) %' (2)
dans £%(Q) uniformément sur [0, T].
De (2,13) on a
(2,15) Wm {2, (&) "2, (&) = | u (@) [ u(2)
n—>00 :
dans 22(Q) uniformément sur [o, T].
De (2,11), (2,13), (2,14) et (2,15) on a que # (#) est solution de (2,1);
le résultat est ainsi démontré.

Démontrons maintenant la partie du théoréme concernante I'existence.
Considérons I’équation

(2,16) u' (&) — Au(?) + |u@) Pu(t) + @lg,oh o' () =
=f(@# p.p. sur [0,T] dans ®(Q),x >0
% (0) = 19 u' (0) = u, .

De la partie précédente, (2,16) a une solution #, (¢) € £° (o, T ; H*(Q)N
NH(Q)) avec (£ € 2® (o, T ; H} (Q) et u ()€, T; Q).
Nous observons que:

v—Pg ®?
(91]{1(,))7\ = —)\_];___

VA >o0,v€%(Q), ou Pk, est lopérateur de projection sur K; (2).

12. — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fésc. 3-4.
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Indiquons

In®) = 1196.()) — Pry0 ) .
On a [6],

| 7 () /3.2 — 5. (&) , 13, (8) — Py 26, (0) | < ‘ -% @) 1 7 (2)
ou v (¢) indique la vari‘ation du convexe K;(#) (cfr. [5], [6]), dont
| 7(8) 5. (8) + (ot () — | 3 (&) 22, (8) — (g 264, () , 264, (8) — P, 24, (8) | <

<

TO|ne
dont

2,17) KO+ 5 k@] <

T o)+
1A Bl + 0 O 1L + 1/ () e

De (2,16) on a:

(2,18) 3w B O+ 16 @ 1, — 1@ 1) <
< (@), 4.0) — (@lx,oh . ®) , 14.2)

dont on a

(2)19> ” U\ (t) ”H(I) < Ql

p.p. sur [0,T], ot Q; est une constante qui ne dépende pas de A.
De (2,16) on a aussi

33 (@ + 1 da @) I < (£ (), — A () —
— (1 (D) P (2), — 865, (8)) — (Ol 263, (8) , 24.(2) -
Par le méme procédé de la prémicre partie on a alors

S 16Ol + 5 180 Dl < % Nl s + 5 1| Ao [ +

+ (O, — B @) — (| (&) 0 @), — D (8) —

— (), — Dug) + (| g P g, — g +

+ f § (F/(5) s — Do) + o 11261 (5) gy 196, 5) gy 1| At () e +

6

a8l | Gl ) o { ds <
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<5 oy + 5 1 Ao s + (£ @), — e () —
—(Ju @ Pu @), — D @) —(f(0), — Aug) +

¢

4 (o 0 — Do) +f§(f’(s),—-Aux<s)) +

0

0 1126) Iy 13 6) I At 5) lga +

1
HO

Fle@le (|G O+ 180 @l 16 +176) 1) {ds
dont, étant £*®*V(Q) ¢, H{(Q) et de (2,19)

< Nl + 5 1 Auo I + Qa Il Anolla +

+ M A () s + Q8 1 A9 o+
[ 00— 8 )+ Q1.6 gy 1890 (9 s +
0

Fle@le (| g7 O+ 1M la +QEF 15 ) { s

ol Qy est une constante qui ne dépende pas de A.
On a alors

(2,20) Il Azer () 12 < Qg

(2:21) “ u;\ (Z) ”}-I(l) < Q4

p-p. sur [0, T], ou Q3 et Q, sont des constantes qui ne dépendent pas de A.
De (2,17) on a alors

(2,22) B+ 5hO| <|F O]+

ou Qg est une constante qui ne dépende pas de A.

De (2,22) et des lemmes 3 et 4 de [1], on peut alors supposer sans perdre
de généralité que

(2,23) Wm* (lx,oh () =y ()  dans €(0,T ;L (Q)).
A>0 .
De (2,20) et (2,21) on peut alors, supposer sans perdre de généralité
(2,24) lim™* 2, () = = (¢)
A0
dans H?(Q) uniformément sur [o,T],

(2,25) im* 23 () = o' (¢)
A—>0
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dans H{(Q) uniformément sur [0, T] et donc

(2,26) lim 23, () = 2/ (¢)
A—>0

dans £2(Q) uniformément sur [0, T] et enfin

(2,27) Lm* 2y () = " (¢)
A—>0

dans €' (o, T ; £(Q)).

Observons maintenant que
(@liy@n 2 (@) € Pl ) (Ja (@) 21(8)
ol Jo(®): (Q) — 2(Q) est la resolvante de Ak, @ -
De (2,26) on a que
(2,28) lim (Ja(8) 2.()) — h (&) ' () = o
dans & (o, T ; &(Q)).
De (2,28) on a alors que
(229) lim J,(9) 14.¢) = /9
dans (o, T ; 82(Q)).
De (2,23) et (2,29) on a
(2,30) % (2) €3Ik, ' ()
p.p- sur [0, T] dans £2(Q).
De (2,24) on a aussi
(2,31) lim | o, (2) P ea (&) = | 0 (&) P 2 (2)

dans €%(Q) uniformément sur [o,T].
De (2,23), (2,24), (2,27), (2,30), (2,31) on a

(2,32) w' @) —Bu @+ u@) @)+
+0lg, (' () 3. (2) p.p. sur [0,T] dans £3(Q)
u (0) = uy u' (0) = u,

u()eC (o, T; H{(Q)).

On a ainsi démontré la partie du théoréme concernante ’existence.
Passons maintenant & la partie concernante l'unicité.
Soient #,(£) et u#y(¢) deux solutions dans C (o, T ; H{(Q)) de (2,32) et
indiquons w (£) = 2, (£) — uy (¢).
On a

(2.33) T w (e @l +le@ R <

S—(Um@f m (@) — | ua () [ 22 (®) , 2" @) -
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De (2,33) par la méme méthode utilisée dans le cas K;(#) =V par
J. L. Lions, [4] pg. 15, on démontre 2, () = u,(¢) p.p. sur [0, T].
Le résultat est ainsi complétement démontré.

§ 3. UN EXEMPLE

Soient ; (¢,x),7= 1,2, deux fonctions dans €2 (o, T ; H*(Q)) avec
%ﬁi (t,2)€ (0, T; W), §, (#,%) <o <{,(#,%) p.p. sur [o, TIXT et

b, (2, ) < Y, (¢, x) p.p. sur [0, TIXQ, 2 (x) e H*(Q) NHG(Q) et 2, (x) € Hi(Q)
avec §1(0,x) < (x) <¢2(0,x) p.p. sur Q.
Posons enfin

3D K@O={r@|o@ec®(Q) v =y ¢, pp sur Q)
32)  Ke@={v@®)|o@eP(Q) v <d¢ 5 pp sur Q}.

Posons
a; (&) = AY; (¢,") i=1,2.

Par le principe du maximum on peut vérifier que «, (¢) ,K,(?),7i=1, 2,
satisfont (1,3); on vérifie aussi facilement que les convexes K, (#) satisfont (1,4).

Dans ce cas on peut donc appliquer le Théoréme 1 et conclure que le
probléme (1,2) a une unique solution = (£) € £°(o0, T ; H?(Q) N Hj(Q)) avee
w () €80, T; HY(Q) et «'(#)e (o, T; Q).

Observons enfin que dans ce cas le probléeme (1,2) est equivalent au
probléme

%ﬁ‘ (t,2) —Du(t,x) +u(,x)ul,x)=[f(¢,%)
p.p. dans la partie de [o,T]XQ ol on a

bR <o, 1) < B, 7) 5

w) =, 1) ou e, x) =, )
p.p. ailleurs dans [o, T]XQ

(¢,)€C (o, T ; Hb(Q)

% (0, x) = 2y (x) p.p- dans Q.

%f(o y X) = 2y (%) p.p. dans Q.
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