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Matematica combinatoria, — Sulle partizioni di un insieme 
finito su cui opera un semigruppo di trasformazioni (*}. Nota (**} di 
R o m a n o  S c o z z a f a v a , presentata dal Corrisp. G. Z a p p a .

S u m m a r y . -— Partitions of a finite set, which are induced by a  transform ation sem i­
group acting on it, are studied via the concepts of « orbitoid » (introduced in previous papers) 
and those of generating and non-absorbing subsets. These partitions give rise to correspond­
ing ones for an  arb itra ry  (finite) semigroup, through the Cayley representation.

I . I n t r o d u z io n e

Le orbitoidi di un sem igruppo S di trasform azioni di un insieme finito 
X in sé, cioè i sottoinsiem i di X che sono (rispetto ad S) invarianti m inim ali, 
sono state introdotte in [3]. Esse costituiscono, quando si consideri l’azione 
di S (non su X ma) su X 2, la s tru ttu ra  fondam entale per la costruzione delle 
configurazioni com binatorie regolari studiate in [6],

Nel n. 2 vengono definiti, accanto alla nozione di orbitoide, i concetti 
di sottoinsieme generatore e sottoinsieme assorbente, m ostrando come essi 
intervengono nel problem a di ottenere una partizione dell’insieme X su cui 
opera il sem igruppo S.

L ’interesse di questi risultati sta nel fatto che essi perm ettono di costruire 
una partizione di un arbitrario  sem igruppo astratto  (finito) S0 . Infatti, com ’è 
noto, posto X =  S0U{é?}, esiste un sem igruppo S di trasform azioni di X in 
sé, con S isomorfo ad So. Nel n. 3 esaminiam o brevem ente alcune proprietà 
di questa rappresentazione.

Infine nbl n. 4, applicando i risultati del n. 2, stabiliam o u n ’altra notevole 
proprietà delle orbitoidi, che m ette ulteriorm ente in luce come tale concetto 
sia la naturale generalizzazione di quello di « orbita » per i gruppi di perm u­
tazioni: data  una trasform azione s di X in sé, e considerate le componenti 
disgiunte e connesse del grafo rappresentante s, le orbitoidi del sem igruppo 
ciclico generato da ^ sono i <( cicli » contenuti nelle suddette componenti.

Le orbitoidi di un arbitrario  sem igruppo finito S di trasform azioni appaiono 
cosi come un estensione del concetto di ciclo dal caso di una sola trasform a­
zione a quello di un insieme (semigruppo) di trasform azioni.

I risultati di questo lavoro possono essere applicati alla teoria algebrica 
degli autom i, analogam ente a quanto fatto in [5] per quelli stabiliti in [3], [4].

(*) Lavoro eseguito nell’am bito dell’attiv ità  dei Gruppi Nazionali per la  M atem atica 
del C .N .R .

.(**) Pervenuta a ll’A ccademia il 14 settem bre 1973.
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2. Partizioni dell’insieme X

Prim a di in trodurre i concetti di generatore di un sottoinsieme di X e di 
sottoinsieme assorbente (cfr. Definizioni 1 e 2), elenchiamo brevem ente (senza 
dim ostrazione) alcuni semplici richiam i e complementi dei risultati stabiliti
in [3].

Sia S un sem igruppo su X. D ato F C X e posto

r s  =  { o d :  a e T ,  ^ S } ,

T si dice invariante (rispetto ad S) se Ts C T.
Il sem igruppo S si dice transitivo se l ’unico sottoinsieme invariante non 

vuoto è X stesso.
U n’orbitoide (di S su X) è un sottoinsieme Q invariante (non vuoto) m i­

nimale (cioè tale che da fio C O con O0^  0  e invariante, segue O0 =  O). 
Se Qz- , Qy (i=\=j) sono orbitoidi distinte, risulta O .-n f iy ^  0 .

U n  sottoinsieme TC  X si dice monogenico se esiste ß e F tale che F =  ßs. 
E  im m ediato che un insieme monogenico è invariante, m entre un insieme 
invariante non è necessariam ente monogenico (per esempio X stesso, se S 
non e transitivo su X). U n  sottoinsieme ß  C X si dice totalmente monogenico 
se, qualunque sia a e fi, si ha fi =  ocs.

Teorema i . Tutti e soli i sottoinsiemi totalmente monogenici di X sono 
le orbitoidi d i S su X.

Ciò premesso, introduciam o la seguente

DEFINIZIONE i . Sia  S un semigruppo di trasformazioni d i X, e sia AC X. 
I l  generatore di A è V insieme

g  A. =  { a e  X : ots n  A ^  0 } .

Può essere gA  =  0 ,  anche se A 4= 0 - (per esempio, se X =  {1 , 2 , 3} e 
S =  {*1 , s2}, con

1 2 3\ I 2 2
2̂

1 2 3

2 I i

basta considerare A =  {3}); pertanto, m entre si ha sem pre

(Ó ^ (A s) D A ,

l’inclusione (^A )SD A sussiste invece, per A 4 = 0 ,  se e solo se anche,§A=j= 0 - 
Dalla (i)  segue che una condizione sufficiente affinché s ia ^ A ^ f3 0  è che A 
sia invarian te  (non vuoto): infatti da As C A segue g  (As) C ^A , e quindi, per 
la (i>, ^A  D A 4= 0 .  Si può allora enunciare:

T eorema 2. Se F è un sottoinsieme invariante (rispetto ad  S) di X, si ha
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Il teorem a non è invertibile. Se S =  { jx , s2}, con

Si — 2 3 S Q =
I 2 3

V  2 2/ - \ l  3 3)

si ha g  {1 , 3} =  {1 , 2 , 3 } D {1 , 3}, tu ttav ia  {1 , 3} non è invariante.

Definizione 2. Un sottoinsieme A C  X si dice assorbente se gA  Œ  A.

Corollario i . Sia  T C X un sottoinsieme invariante. Allora F è non 
assorbente se e solo se gT  =  T.

Lemma i. Sia  0 =  {£ ìi, O2 , • • •, V insieme delle orbit oidi d i un semi­
gruppo S su un insieme finito  X. L'insieme dei generatori gQ t (i =  1, 2 , • • •, ni) 
costituisce un ricoprimento di X, cioè

X =  u  gCli.

Dimostrazione. Sia ß E X. L ’insieme invariante ßs contiene u n ’orbitoide 
Fìkì e quindi fieg£ lk .

A bbiam o già osservato in [3], m ediante un esempio, che l’insieme

0  =  { O i , 0 2 ,* • - ,

delle orbitoidi di S su X può costituire una partizione di X (e non necessaria­
m ente quella banale 0  =  { X }, quando S è transitivo) anche se S non è un 
gruppo di perm utazioni (contrariam ente a quanto accade per l ’insieme & 
delle orbitoidi di S su X 2: cfr. Teorem a 4.1 in [3]). Si ha in proposito il seguente:

m
T eorema 3. S i ha X =  U Q*-, cioè le orbitoidi (di S su X) sono una parti-

i — 1
zione d i X, se e solo se ogni sottoinsieme invariante di X è non assorbente.

Dimostrazione. L ’insieme 0  sia una partizione di X. A llora qualunque 
sottoinsieme invarian te F è necessariam ente unione di orbitoidi, e lo stesso 
accade per X \  V. M a allora, per il Teorem a 1, per nessun ol e X \ T  e nessun 
s e S può aversi as e T, cioè F è non assorbente.

Supponiam o ora che ogni sottoinsieme invariante sia non assorbente. 
Allora, per il Corollario 1, si ha in particolare =  Q- (i =  1 , 2 , • • •, m), 
e quindi, per il Lem m a 1, le orbitoidi O,- ricoprono X. Ciò conclude la dim o­
strazione del teorem a, essendo gli insiemi disgiunti.

Osserviam o che gli insiemi che costituiscono la suddetta partizione si 
possono riguardare indifferentem ente come le orbitoidi oppure come i gene­
ratori di tali orbitoidi.

Si può ottenere d irettam ente una partizione di X costituita dai generatori 
delle orbitoidi, se il sem igruppb S è com m utativo. In  questo caso tali generatori 
non coincidono necessariam ente con le orbitoidi; l’esempio più interessante è 
quello studiato al n. 4.

T eorema 4. Sia  S un semigruppo commutativo di trasformazioni di X . 
Allora Pinsieme ,g Q 2 ,* • •, gFìm } dei generatori delle orbitoidi d i S su X è
una partizione di X, e g li insiemi gFl{ (i — 1, 2 , • • ni) sono invarianti.



I^4  Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. - Voi. LV -  Ferie 1973

Dimostrazione. In  virtù  del Lem m a 1, basta dim ostrare che per i ^ j  
0‘ > j  =  i , 2 , • • •, m) si h a g Q -n g Qy == 0 .  Se esistesse ß e gQ -n g Oy, si avrebbe, 
per opportuni sl f s2e S ,  ß '1 e Q£ e ßSse Qy ; m a allora, per il Teorem a 1, 
ß,1,Be Q,. e pf,,1€ Qy. D ’altra parte ßSlS* =  ß*Sl, e quindi le orbitoidi Qt- e 
Qy avrebbero un elemento in comune (contraddizione).

Se gQ; non fosse invariante, esisterebbero ocegQ; e ^ e S  tali che 
a"1 &gQ;. M a allora aJlS n  Q- =  0 , in contraddizione col fatto che da a e gQ- 
segue l’esistenza di s2 e S, con a '2 e (e quindi oC'1 e Q,.).

3. Sulla r a p p r e s e n t a z i o n e  d i  u n  s e m ig r u p p o  f i n i t o
MEDIANTE UN SEMIGRUPPO DI TRASFORMAZIONI

Sia So un arb itrario  sem igruppo finito. Possiamo supporre, per semplicità 
di esposizione, che So sia dotato di identità e\ in tal modo si evita la conside­
razione di SoU{é?}, e si ha direttam ente una rappresentazione di So m ediante 
u n  sem igruppo S di trasform azioni di X =  S0 in sè (S è il cayleyano destro 
di So).

E facile verificare che ad ogni ideale destro T0 di So corrisponde, nell’iso- 
morfismo, un insieme F C X, invariante rispetto ad S. A llora l’insieme degli 
ideali destri m inim ali di S0 corrisponde all’insieme delle orbitoidi di S su X.

Se So è un gruppo, l’unico ideale destro è So stesso: allora, se T  C X è 
invarian te  rispetto  ad S, per l’isomorfismo si ha necessariam ente r  =  X =  So. 
Si ritrova così il noto risultato  che, nella rappresentazione di Cayley di un g rup ­
po finito m ediante un gruppo S di perm utazioni, S è transitivo.

Dal Corollario 1 segue che, dato un sottoinsieme invariante FC  X, esso 
risulta non assorbente se e solo se anche X \ T  è invariante. Per il Teorem a 3 
si può quindi enunciare:

TEOREMA 5. L'insieme degli ideali destri m inimali del semigruppo So 
costituisce una partizione di S o \{ e }  se e solo se il  complementare in S0\  {e} 
di qualunque ideale destro è anche esso un ideale destro.

L ’ultim a condizione scritta implica evidentem ente che ogni ideale destro 
Po è semiprimo (cioè da a2 e F0 segue a e F 0). Ricordiam o inoltre che un 
sem igruppo si dice semplice a destra se è privo di ideali destri propri.

Queste osservazioni m ettono in luce la stretta parentela del Teorem a 5 
con il seguente noto risultato (cfr. [1], p. 123): un sem igruppo (finito o no) 
è unione disgiunta di sottosem igruppi semplici a destra se e solo se ogni ideale 
destro è semiprimo.

4. Cicli di una trasformazione

Sia u n ’arb itra ria  trasform azione di un insieme finito X in sè. È noto 
(cfr. ad esempio [2]) che ^ si può rappresentare come « prodotto » di cicli (gene­
ralizzati) disgiunti. Essi sono le classi di equivalenza della relazione così
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definita in X : si h a  a =  ß se a =  ß, oppure se a=f= ß ed esistono k , h e N 
tali che, posto t =  sk, u =  risulta

(2) a' =  ß \

Questi cicli generalizzati si dicono anche componenti (connesse) di j, e 
possono essere cosi costruiti: si fissa un elemento arbitrario  oq e X, e si consi­
derano successivamente a2 =  ocj, a3 =  oc*, e così via, fino a quando si ottiene 
un oq la cui im m agine oc* è uno dei k elementi già considerati; si definisce allora 
(provvisoriam ente) la prim a componente

A i { oq , 0C2 , • • •, oq} .

Partendo ora con un elemento arbitrario  o q ^ e X X A p ,  si procede come 
prim a, fino ad ottenere oq +y , con

«i+j6 Ai u  ( V i  > V 2  > • • • ’ H+j} ;

se 6 ( ak+i > ai+2 >* * *» a^+y}> definiamo la seconda componente

* ^ 2  =  i& k + l  } Uà + 2 ì * * * > & k + j}

e ripetiam o il procedimento, scegliendo un elemento a*+y+1 di X \ ( A i U A 2). 
Se invece a j+y e Ax , aggiungiam o a A 1 gli elementi ottenuti, cioè definiamo 
come prim a componente

j \ l  { OCi , OC2 , * • •, 0Ĉ , 0Ĉ_|_i , * * *, OĈ-j-y }■

ed iniziamo nuovam ente la costruzione di A2.
In  altre parole, ogni volta che si fissa un nuovo elemento di partenza, esso 

genera una successione di elementi di X, la quale o « ritorna su sé stessa » 
(dando luogo cosi ad una nuova componente) o finisce in una com ponente 
già esistente, alla quale, in tal caso, vengono aggiunti tu tti gli elementi della 
successione. Questo processo continua fino a quando si esaurisce Tinsieme X.

Se si associa ad s il grafo G avente X come insieme dei vertici e come archi 
i lati orientati congiungenti a ed (per ogni a € X), la precedente rappresen­
tazione di corrisponde, com ’è noto, alla decomposizione di G in componenti 
connesse. È chiaro che ognuna di queste componenti è costituita da un ciclo 
(o camm ino chiuso) e da un certo num ero di « alberi » che arrivano in vertici 
del ciclo (si tra tta  quindi di un «ciclo generalizzato»).

Sia ora (s) =  { s , , s* , • • •, sp} il sem igruppo ciclico generato da j*.
Poiché (s) è com m utativo, vale il Teorem a 4; pertanto, detto © =  {Ci, C2, • • •, Cm} 
l’insieme delle orbitoidi di X) su X, si ha

m
(3) X =  U gC{ , gCi n  gCj =  0  per z' =f= 7 ,

*=1

ed inoltre gC;D  Q  (per il Teorem a 2).

11. — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fase. 3-4.
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Proviam o che gli insiemi gC; e Q  sono rispettivam ente le componenti 
ed i cicli di s:

TEOREMA 6. Sia s una trasformazione di un insieme finito  X in se. S i  
ha : (i) la partizione di X in classi di equivalenza definite dalla (2) coincide 
con la partizione (3); (ii) il  ciclo contenuto in ciascuna componente gCf- 
(i =  i , 2 ,• • - , m) è Vorbitoide Q  corrispondente.

Dimostrazione, (i) Siano a, ß e gCi} con oi=fi ß; esistono allora sx , s2e (s) (sia 
sx =  s"1, =  / 2, con nx , n% e N) tali che od1 e Q  e ß* e Q  . Poiché Q  è to ta l­
m ente monogenico, esiste ss e (s) (sia s3 =  / 3) tale che od1''3 — ß'2, e quindi 
vale la (2) con k ~ n x-\-n3x h — n^ cioè a — ß. Sia ora y=.oc, con y ^ o c ; esistono 
mx , 6 N tali che, posto t± =  smi, tz =  , si ha od1 =  y^2. Poniam o

/ nx—mx\ s , se nx >  7%
^  =  <

/  mx—nx( 6* , se .

Nel prim o caso si può scrivere
txU Si toUa =  a =  y ,

e quindi y 2U e Q , cioè y e ; analogam ente, nel secondo caso si ha

ed essendo cfilU G Q  si ottiene ancora y e ^ Q .
(ii) Se a è un  qualunque vertice del ciclo contenuto in gC ; , tale ciclo 

è l’insieme ; m a allora, per il Teorem a 1, esso coincide con u n ’orbitoide, 
e dai Teorem i 2 e 4 segue od̂  =  Q .
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