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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Ferie IQ73 (Settembre-Ottobre)
(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione)

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia è geofisica)

Matematica. —  Un problema al contorno di tipo misto per un 
operatore ellittico che può degenerare (#). N ota (**} di M a r i a  E r m i n i a  

M a r i n a ,  presenta ta dal Corrisp. G. S t a m p a c c h i a .

Summary. — I study mixed boundary value problems for a degenerate elliptic operator.

I n t r o d u z io n e

La teoria degli operatori ellittici del secondo ordine a coefficienti discon
tinui e di tipo variazionale è stata studiata da parecchi Autori. In particolare 
in [2] sono stati esaurientemente affrontati il problema di Dirichlet e il pro
blema di Neumann per equazioni ellittiche che possono degenerare. Qui si 
considera un problema di tipo misto che nel caso uniformemente ellittico è 
stato studiato da M. Chicco [1].

Sia ß  un insieme aperto e limitato di Rn, (n >  2), 3ß  la sua frontiera, 
7] il versore della normale a 3ß  orientata verso l’esterno, Fö un sottoinsieme 
chiuso di 3ß  e T i  =  ai] — To.

Sia m (x) una funzione non negativa definita in ß  tale che m (x) e L°° (ß), 
m r1 (x) e L*(ß) , (t >  n /2). Siano H 1 (ß  \ m) e Ho (ß  , ni) gli spazi otte
nuti completando rispettivamente C1 (O) e Co (ß ) secondo la norma

Il U IIhHQ,»)̂  Il U  lllo+ 11̂  IL,2,Q >
essendo

Il u  \& ,Q  =  J  d x  e II «* ì t , 2 , Q  =  (ij f  ( u x i  m 112) 2 d;r) •
Q b

(*) Pervenuta all’Accademia il i° ottobre 1973.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A.

10. -  RENDICONTI 1973, Vol. LV, fase. 3-4.
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Posto Ci (O) =  {u  e C 1 (£2) : u =  o su To}, indichiamo con V la chiu
sura di Ci (£2) in H 1 (£2 , m). Se - u e H 1 (O , m) , k >  o , B C O, diciamo 
che u ^ k Ç u ^ Z k )  in B nel senso di H 1 (filì m)  se esiste una successione 
{u j } j EN di funzioni appartenenti a Ci (£2) tali che uy >  k (uy <  k) su B 
e H«, —

Indichiamo con

max u =  inf {k  e K : u <  k s u B  nel senso di H 1 (£2 , m)}  .
B

Consideriamo un operatore L del secondo ordine in forma di divergenza 
tale che

Lu =  — (aiy ux .+  dj u)Xj.+  fa  ux .+  cu) , (i , /  =  i , • • •, n) <D

i cui coefficienti soddisfano alle seguenti ipotesi:

1 aiy (x) >  m (x) I £ |2 q.o. in £2 per ogni E e Rw,

J ^ ) e L “ (ù) ,
I bi m ~112, di m ~ll2e \ } q (£2) ,

essendo q > \  il numero tale che 1/2 q =  ijn  — 1/2
Scopo del presente lavoro è risolvere il seguente problema (formalmente):

 ̂ Lu  = /+ ( / , • ) * .  in £2 
(0.2) ■ ' « =  ^ su To

[ aiy ux . cos (y] #,•) +  ^  ^ su T i .

Nel Paragrafo 1 affronteremo il caso in cui i dati iniziali sono nulli, nel 
Paragrafo 2 il caso generale -  vedi Teoremi (2.2), (2.3), (2.4)

§ i. In questo paragrafo aggiungiamo alle ipotesi (0.1) le seguenti

 ̂ 3£2 sia localmente lipschitziana 

 ̂ L  l g  — e —  di cos e .

Ci è utile richiamare i seguenti Lemmi, la cui dimostrazione si trova in 
[2], pag. 16-23.

L emma ( i . i ). Sia u e H 1 ( £ 2 , m) e 2^ il  numero così definito: 
(2#)“1= 2 ” 1 (1 +  i/t) — nT1. Allora esiste una costante S — S (?z ,/,£ 2) tale che

Il U Il2+ ,Q“  ^ Il U Hh*(Q,»») *

(1) Il simbolo di sommatoria è sempre sottinteso.
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L emma (1.2). Sia u  e H 1(Q , m). Allora esiste un'unica applicazione lineare 
e continua y0 : H 1 (O , ni) Lf (afl) dove s ~  2 (n — 1) (n —  2 f i  tz//)"1, tale 
che y0 u =  ujd£l per ogni u  e C 1 (Q).

Consideriamo la seguente forma bilineare su H 1 (Q , m) X V

a (u , v) =  J [(a,y ux . +  dj u) vXj +  (b{ ux . +  cu) v] dx  +  j  [g  (y0 u) (yfl v)] der .
fi

SU H 1 (Q , m) X V; inoltre

per ogni v , v >  o .

Vogliamo dimostrare che se u e V  è soluzione di (1.2) allora u =  o. 
A tal scopo basta far vedere che sussiste il seguente Teorema.

TEOREMA (i.i) . Supponiamo valgano le ipotesi f in  qui dette. Sia  
u e H X(Q , m) tale che a (u , v) <  o, per ogni z / g V ^ > o .  Allora

max u <  max (o , max u) . 
q r0

Per dimostrare il Teorema abbiamo bisogno di alcuni Lemmi preliminari. 

L emma (1.3). Sia k > o ;  risulta
'Ç-Â -» ----

a (— k , 9) <  o per ogni 9 e C (Q), 9 >  o .

Dalle ipotesi fatte a ( u yv) risulta continua 
si riconosce che il problema (formalmente)

Lu  =  0 su £ì

u = 0  su To

a ĵ ux . cos (r^xj) f i  eu =  o su L  

si traduce in forma debole nel seguente:

l a (u y v) — o per ogni v e V
o - 2) ( u e V .

Supponiamo poi che esista a 6 R+ tale che 

(1.3) j ( d i V x . + c v ) d x + j g ( Y gv ) d o ^ a .  j v dx

Dimostrazione. Basta osservare che dalla (1.3) risulta

a (—  k , 9) =  — k (ßj cpXj +  c9) dx  +
Q

<f(r0 f ) da < 0 C.V.D.

LEMMA (1.4). Sia g  (t) una funzione uniformemente lipschitziana su R. 
Sussistono le seguenti proprietà:

a) se g ( o) =  o allora per ogni u z V  g u — g o u t V )
b) se g  (f) =  o per ogni t <  d, allora per ogni u e H 1 (D , m) tale che

max u <  d  risulta g°u  eV . 
r0

Dimostrazione. Salvo poche varianti è la stessa di [2]. Proposizioni (2.7) 
e (2.9).
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Lemma (1.5). Se risulta m in ( i  , a) -— S || (Æ,-— di) m  1/2 ||2̂  Q >  °  allora 
a (u , v) è coerciva su V.

Dimostrazione. Osserviamo che dalle (1.3) risulta

I  (2 di uuX{ +  ctP) dx  +  j  g  y0 (:u2) do >  oc j  u2 dx , per ogni u € C1 (£2) . 
ß l\ Q

Tenute presenti le ipotesi fatte, il Lemma (1.1) e applicando la disugua
glianza di Holder perveniamo allora alle disuguaglianze seguenti:

a (u , u) — j  [aty ux . uXj-\- dj uuXj +  uux.+  cu2] dx +  j  g  y0 (u2) da >
Q ri

>  J  [dj ux . uXj-\- (J>i — di) ux . u  +  au2] dx >

^  1! ux j Il (bi —  d{) m - 1/2
l2?,Q II U ll2* , 0  J I« -1L,2.Q +

+  a II « llg.o >  (min (i , «) — S || &  -  «O m ~ 112 ||2?ifi) || u ||* . C.V.D.

L emma (1.6). Siano ux , u2 6 H 1 (£2 , m) tali che a (u{, v) <  o per ogni 
v e V, v >  o (i =  1 , 2). Allora posto w  =  max (ux , u2) si ha a (w , v) <  o 
per ogni v 6 V, v >  o.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che la forma a (u , v) sia coer
civa su V x  V. (Ciò è possibile se per esempio la misura di £2 è piccola -  
vedi Lemma 1.5).

In tal caso si può dimostrare con un ragionamento del tutto analogo a 
quello del Lemma (6.6) di [2] che w  è una sottosoluzione, cioè a (w , v) <  o 
per ogni v e V, v >  o.

Supponiamo allora che a(u  ,v) non sia coerciva su V x V . Consideriamo 
un ricoprimento aperto finito {£2,} di £2 tale che

min (1 , a) — S || (òt- — di) m ~~v2 H^q >  o per ogni  ̂ .

Posto V (ü ,)  =  { « e H [ 1( û , n Û ) , « W  =  o su 3 (£2, n  £2) — IT nel 
senso di H 1 (Q,, m )} dal Lemma (1.5) segue che a ( u , v) è coerciva su 
V (QJ)x V (£ 2 J). Sia {oc,,} una partizione delPunità subordinata al ricopri
mento {£2j} cioè oĉ e Cj (£2f) =  ì su £2. Per quanto dimostrato prima

s
risulta a (w y v) <  0 per ogni v e V (£2f), v >  o. Se osserviamo che per ogni 
9 € V, 9 >  o, ocj/q 9 e V ( f ì j  per ogni s, otteniamo che a (w , oc, 9) <  o e 
quindi 2  a (w , <xs 9) =  a (w , 9) <  ó. C.V.D.

s

Dimostrazione del Teorema (1.1). Supponiamo per assurdo che
max u  >  max (o , max u)._ Indichiamo con M =  max u ,m  =  max (o , max u). 

Q r 0 [j c0
Consideriamo dapprima il caso in cui M <  +  00.
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Sia k e (m , M) e v =  max (u —- k  , o). Per i Lemmi (1.4) e (1.6) risulta 
v e V e a ( v , 9) <  o per ogni 9 e C1 (Q), 9 >  o. Osserviamo che se p  >  2, 
vp e V  e 9 e V per ogni 9 e C1 (Û), 9 >  o. Tenute presenti le ipotesi 
fatte segue:

o > a ( v , p v p 1 9) =  j  [fly (>%• 9*y +  — 4 )  0 %  ? +
Q

+  P  0  —  v *  9] à x  +  f  [O +  d j  cos (>]#,)) (y0 V*) (y0 9)] +
Ti

+  P  ( P  —  0  J  (a,y vx . vXj v p~2 cp) dx  >  J  [a# ( v %  cpx/ +

+  (b{ — di) ( v \ .  9 +  fu. (vp) 9] clx-

Poniamo

bt  (w , 9) =  J [a,y wx . <p*y +  (pi — di) wx. cp +  pu.?mf\ dx  ;
Q

osserviamo che bp ( w  , 9) è una forma lineare e continua su V X V. Inoltre 
dalla Proposizione (4.6), pag. 32 di [2] risulta che bp ( w , 9) è una forma coer- 
civa su V X V  se p  è sufficientemente grande. Si deduce allora che esiste 
p >  2 tale che per ogni p  > p , vp =  o; questo implica che max u <  M, 
assurdo. q

Supponiamo allora che M =  + ' 00. Per ogni k e (m -, -f* °°) poniamo 
vk =  max (u '■— k , o), E (/è) =  {x  e O : u (x) >  k]  e ,£ì (fi) =  12 n  E (Æ). Ri
sulta =  o in Q — E (k), (vP)x .=  ux. quasi ovunque in Q, (k). Dalla (1.3) 
e dal Lemma (1.4) segue:

o > a ( u ,  vk) =  J  [(a,y ux .-\-dj u) (vt)XJ +  (b{ uX{ +  cu) vk] dx  +  
a

g  (Yo u) (Yo vÌ) =  J  lan (vì)*i (vt)*j+  dj vk (»*)*,- +
i\ QW)

+  bi (»*)*,• vk +  evi] dx  +
TxDEik)

+  ^j f  [dj (vk)XJ +  cvk] dx  +  j  g  (Y,, vk) da' j >
Q(k) r xnE(̂ )

>  J  [a,y (vk)x . (vP)x . +  (bi —  di) Vk (vP)x . +  avi] dx  .
Q(k)

Applicando la disuguaglianza di Hôlder alla relazione precedente si ottiene:

Il IL ,2 ,Q (^ )“^  a  II v k 1 !2,0 (>è) —  Il m  %q,Q(k) H Vk H2# ,Q(£)

j  g  (To vkJ  da +

ovvero:
min (i , a) || ^  |£  <  S || (b. - d : } m ~v<i 1̂ ,  || ^  |[2 .
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Facciamo ora tendere k  a +  00. Osservato che risulta per ogni k >  o

(1.4) | n (^ ) | < i ^ _  <2)
k

e quindi

lim II (bi— dt)  II =  o ,
k~-> +OO

otteniamo che \\vÀ\\Y = o  per qualche k abbastanza grande, assurdo. C.V.D. 
È immediata conseguenza del Teorema precedente il seguente Teorema.

TEOREMA (1.2). Supponiamo che valgano le ipotesi del Teorema (1.1). 
Se u e V è soluzione del problema (1.2) allora u  — o.

§2. Supponiamo che valgano le ipotesi (0.1), (1.1) e (1.3); siano date 
/ € L 2 (Q), f , m ~ l l 2e L2 (Q), 1 = 1 , h e  I f  (fi) o v e r = 2 ( » — i)-
•'tr1 (1 — 1/O“1.

Consideriamo il problema (formalmente)

/ ~Lu = f  +  {fì)X{ in fi

/ u =  o su To

I atj  uX{ cos (yj xf) +  eu =  h su Ti

e osserviamo che il precedente problema si traduce in forma debole nel se
guente

J u e V

\ a (u , v) =  j* f v  dx j  f i  vx . dx  +  j'h  (y0 v) da per ogni v e V.
Q Q T\

Sussiste il Teorema

T eorem a (2.1). Nelle ipotesi fatte esiste una e una sola soluzione del pro
blema (2.1).

Dimostrazione. Sia X e R+ e ax (u , v) la seguente forma bilineare su V X V 

ax (u , v) ^  a (u , v) +  \  (u , v ) .

Tenuto conto di (1.3) risulta

ax (u , u) >  j* uXj.+  (fi — di) ux . u +  X u2\ dx  .
Q

Per la Proposizione (4.6), pag. 32 di [2] esiste una costante k e un Xo >  o 
tale ,che per ogni X >  Xo ax (u , u)~> k || u ||^ .

(2) Per ogni insieme E £ misurabile denoteremo con ) E | la sua misura di Lebesgue.
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Ne segue (vedi § 5 di [2]) che il problema (2.1) si inquadra nella teoria 
di Riesz-Fredholm; cioè esiste una e una sola soluzione di (2.1) se e solo se
(1.2) ha soltanto la soluzione nulla. C.V.D.

Sia dato e H 1 (Q , m). Il problema (0.2) si traduce in forma debole 
nel seguente

I u e H 1 (£2 , m)

(2.2) j a (u , 9) =  J  /<p dx  +  j' f i  d x +  j  k  (y0 ?) der per ogni 9 e V
/ Q Q r 1
l u —  i | /eV.

TEOREMA (2.2). Nelle ipotesi fa tte  esiste una e una sola soluzione del pro
blema (2.2).

Dimostrazione. Osserviamo che l’applicazione lineare V 9 9 f-> æ (^ ,9 )cR  
definisce un elemento di V ' e quindi può essere rappresentato nella forma

9 ->■ C? dx +  I gi <px . dx, essendo g  e L2(Q ), g,- e L2(Q),
Ja l  (vedi [2]).

Allora, come nel Teorema (2.1) possiamo asserire che esiste un ’unica 
soluzione del problema

( a ( v , y ) =  j ' fep dx  +  j  f ; <px . dx  +  j* h (y0 9) d g —  a , 9).
Q Ù f i

Posto u =  v +  41) risulta a (u , 9) — a (v , 9) +  a (<]; , 9). Ne segue che 
u è l’unica soluzione di (2.2). C.V.D.

Vogliamo ora dimostrare che sotto certe ipotesi le soluzioni di taluni 
problemi precedenti appartengono a spazi ,l/(Q ) con p  >  2*. A tale scopo 
ci è utile richiamare un Lemma la cui dimostrazione si trova in [4] e [5].

Lemma (2.1). Sia \i{h) una funzione non negativa, non crescente, defini
ta sulla semiretta reale t >  k0 >  o.

Se esistono C , § , ß e R+ tali che

(2.3) pi (fi) <  C (h — k)~d [x (hfi per ogni h >  k  >  k0 ,

sussistono le seguenti relazioni'.

a) se >  I =>qx (,kQ +  d)  — o essendo d  — C1/S fx Î

£) ^  ß == i => [x (fi) <  [x (/é0) exp (1 — p (h — >é0)), essendo p =  (eC)~lf8; 

c) se ß <  i => [1 (h) <  2— {C1/(1- ß)+  (2 k0)m ~ß) (X (k0) }



156 Lincei Rend. Se. fis. mat. e nat. — Vol. LV — Ferie 1973

T eorem a (2.3). Supponiamo che valgano le ipotesi (0.1), (1.1) e (1.3); 
sia t >  ni2, f  e I /  (O) (J> > 2 ) ,  e u la soluzione del problema

I a (u , v) =  j  f v  dx  per ogni » e V .

) ,T C1[ u  e V.

Allora'.

a) se p  >

b) se p  =

c) ^  p  <

2
2 / — n 

2
2 t — n

2 Az 
2 / —■ «

u e L°° (O) ,

u e l i  (O) r  >  i ,

u e M {a (p)) cioè

\ { xeCl : \ u( x)  \ > h } \ < C h ' ~<p)

essendo a{p)  i l  numero tale che a(p)  1=  (2#) 1 -— (2) 1 +  (J>) 1 e C una 
costante dipendente dai dati del problema.

Dimostrazione. Sia k >  o; posto vk =  (sign u) max { | u ] — k , 0} , dal 
Lemma (1.4) risulta vk e V .  Indichiamo con E (k) =  {x  e O : ] u (x) I >  k } 
e con D (^) =  Q nE (/è ). Tenute presenti la (1.3) e la disuguaglianza di Hôlder 
si ottiene:

I f v k dx =  a (u , vk) =  / [ctij (vk)x. (vk)x. +  dj vk {vk)x. +
Q Q(k)

+  ài O*)*,- vk +  c (vk)2] dx +  j  g  (Yo vkf  d<r +
riOE^)

+  k (sign Vi) j f  [dj {vk)Xj+  evi] dx  +  j  g  (y0 vt) do j >
r.nEw

>  [<% (Vi)x . (Vi)x +  ibi — d i)  vk (vÀ)x. +  a (vkf ]  d x  >

Q(£)

^  Il («A K x m ~  s II A -  m H*.** Il ^  Hv + a K  K m  ■

• (min (1 , a) — S II (b. —  d j  m~1/2 ||2?>HW) Il vk ||y .

Osserviamo che la funzione k >-> | O (k) | è monotona non crescente e 
inoltre lim | Q (Æ) | =  o. Si deduce allora che esiste kQ :> o tale che:

k - >  4 -00

min (i , «) — S II (è. —  dt)  m ~ 112 ||2?jßW >  o, per ogni k > k 0 .

Dalle disuguaglianze precedenti segue allora:

ll/Ì2,fì(/6)
Il vk IIk V min (I , a) — S || (p£ — d£) : ,-1/2 II per ogni k >  k0.

Il2̂ ,Q(Æ0)
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Tenuto conto che

(2.4) (h k) I ù  (h) |1/2 = | |  h k II2#,Q(ä) — Il Vk ll2̂ ,Q(Ä) — Il Vk ll2# ,Q(̂ )

per ogni h >  k >  k0 > si ottiene allora:

|Ù(A) | < ll/ll
min (I , a) — S | {bi — rf,.) ot 1/2 ||2?)fi(̂

Poniamo

C = l / l ì ^  S ___
min (i , a) — S || {b i  —  d £) « ~ 1,a

-, 2̂

\2ç,Q(k0) _
ß =  ( 1/2  —  I Ip) 2 # , S =  2*;

chiaramente la funzione h t-> | O (A) | verifica la (2.3); dal Lemma (2.1) si 
ottiene allora quanto segue:

a) Sia ß >  I , cioè è >  — — ; risulta y r r  2 /•—-n

(2-S) 11^1100,0^^0 +  ^

essendo d  =  C1/S | Q (k0) |ß_1/s 2ß(ß” 1) .

F) Sia ß =  I , cioè p  — ; posto p =  (eC) segue che

I fi (h) I <  e I O (Æ0) I per ogni h >  /è0 ;

quindi per ógni 0 e (o , p) risulta:
+00

^01 u ! —k9

+00

dx  =  — J  e9t~k’d  I Q (*) I =  — \e9,~K- | Q (*) I +
0

h
+  0 j e6'-*’ I Ü (0 I dt =  e~k° I û  I +  0 f  eei-*° | O (t) | dt  +

'• o
+  ° °

+  0 J  a9'“* I Q (0 1 de <  e~K \ Û I +  0 I Q I j  e'“ '*' dt +
ko 0

+ °° ko
+  0 e I O I J  c k < fi-** I O I +  0 I Ü I J  e&t~k°dt +

h 0
-f oo

+  0:* I Q I e1* - *  J  e^~e)tdt <  +  oo .

Si ottiene allora che:

(2 .6) J  e*'m' d x < + o o  per ogni 0 e (o , p)

e quindi u e Lr(Q) per ogni r  i ,
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c) Sia ß <  I cioè 2 <  p < 2 tn risulta:

(2 -7)

2 t — n 5

Q (Ä) I <  2S/(1- ß)S {C1/M) +  (2 k0)m - ^  I Q (kQ)

Se osserviamo che (1 — ß)/§ — (2#) 1 — (2) 1 +  (J>)' 1 la dimostrazione 
del Teorema risulta completata. C.V.D.

Osservazione. Se nel teorema precedente supponiamo che sussista l’ipotesi 
seguente

(2.8) min (1 , a) —  S || (b — d.) m  1/2 |L Q >  o ,2 q , Q

allora la costante k0 che compare nelle (2.5), (2.6) e (2.7) risulta uguale 
a zero. In tal caso queste maggiorazioni dipendono soltanto dalle norme 
I l /  IUq e II (^*— d . ) m ~ 112 \\2Ç,q . Se supponiamo invece che non sussista 
l’ipotesi (2.8) ma risulti

(ò .— d . ) m  1/2| L q <  +2p,Q con p >  q

allora anche in questo caso si ottengono, grazie alla diseguaglianza di Holder, 
alla (1.4) e al Teorema (1.2), delle maggiorazioni dipendenti solo dalle norme

11/ [p , Q
(bi — di)m -1/2

*'2p,Q *

T eorema (2.4). Supponiamo valgano le ipotesi fa tte  nel Teorema (2.3); 
e H 1 (£2 , ni) tale che max | 4* I <  +  °°  > e v la soluzione del problema

\ a { v , <p) =

v — 4  e v .

/  9 dx per ogni <p e V

Allora'.

d) se p > 2 tn
21 — n

2 tnV) se p = - -  

c) se 2 <  p  < 2 tn
2 1-— n

v e L°°(£2) ;

v e Lr(£2) per ogni r  >  1 ; 

v e M  (a (p)), essendo M (a (p)) definito
come nel teorema (2.3).

Dimostrazione. Sia u e V la soluzione del problema a (u , <p) =  f y  dx  
per ogni 9 G V. Q

Posto w —  v — u , w  G H 1 (Q , ni) e a (w , 9) =  0 per ogni 9 G V.
Dal Teorema (1.1) risulta:

max I w  I <  max \ w \ =  max | 4 | <  4 - 00 
q r 0 r 0

(2.9)
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Ciò premesso, quanto segue è immediata conseguenza del Teorema (2.3): 

a) Se p  >  -  ̂ , u £ L°°(£ì). Inoltre dalla (2.9) si deduce che

max I v I <  max | w  | -fi- max \ u \ <  max [ ^ | +  max \ u  \ <  +  00 .
Q Q Q r o Q

B) Se p  =  2 ■ , u E I / ( Q ) per ogni r  >  1. Tenuto conto della 

(2.9) e del fatto che u verifica la (2.6) risulta v e  1 / (0 )  per ogni r > i .  

c) Se ue M( a( p ) )  e quindi veM(a(p) ) .  C.V.D.

Consideriamo ora il seguente problema

/ a (u\  v) =  j f v  dx  +  J / •  vx . dx  +  j hy0 v da per ogni v E V 
(2.10) \ d n fi

( V ,

essendo /  6 1 /(0 ), / f. e L* (O), 1 <  z <  n, p  >  2 ,
A c Lv(Fi), v >  2 (zz— 1) n ~x(i — i//)“1.

Sia zz la soluzione di (2.10), definiamo per ogni k >  o

E(k)=={xEÏ i : \u(x) \ .> k} , O (/è) =  O n  E (/§) , r i  (>è) =  Tl n  E (>È) ,

vk =  (sign zz) max { | « | — /è , o}. Tenuto presente il Lemma (1.2) e la dimo
strazione del Teorema (2.3) si deduce che esiste una costante k0 >  o tale che

(2 .1 i) vk llv < l/lkfì(é)' + 1 fjM  1/2 llà,Q(̂ ) ' ytrx(k)
min (1 , oc) — S || (b- -— d-) m -1/2 II per ogni k  >  k0

il2q, Q(Æ0)

Se osserviamo che per ogni h >  k >  kQ

Il T. ”A , rm  ä  ( l - W ,  «]"■<*>,

dai Lemmi (1.1), (1.2) e dalla (2.4) segue che esiste una costante C tale che

(h -  k f { \  Q (h) I +  [ r x ( h ) f u) <  C II vk | | f  per ogni h >  k >  Æ0 .

Indichiamo con p, (Ä) =  | O (/£) | +  [ I \  Q ijf !s.
Dalla (2.11) si ricava, tenendo presente la disuguaglianza di Hôlder

/ ^ \ 2+I C I 2^
^ ^  ( min(i  ,a) —SK^.  — j ^  ^

• Ì I I / I U J  Q W  \m ~m +  » / . . » - ' " t u  II«-■ It;:’- 1" I a . «  r ~ w ' M , , +

(3) Indichiamo con [E] la misura di Lebesgue (n — 1) dimensionale dell’ insieme E 
£ misurabile.
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+  P I U  [ r 1(^)]1- 1/̂ 1/''|2* <
C2 (Â---k)

(min (l , a) — S I (£,—  d.) m  1/3 |2?>ßÄ))2

• I il /  c +  il f { ™-vp c  il - - 1 + il h n f ;r  •

• j  I a (& )  Iw * - v m * +  | Q  ^  |( i /2 - iM ) (1 -1 M 2 *  +  [ r i ( i§ ) ] C i - v * - v v ) 2 * j  <

<  3((2#)'/2)'c2*^ — ff)-2#_________

(min (i , a) — S \\ (6. — d{) m ~ lß  ||2?>ßÄ))2+

• j 11/Ilio +  I l I l i o  IP -1! ! ^ 2 + P  H2rJ2#/2 •
• ^ m i n  {(1/2-1/^») ( 1 -1 /9 2 * ,( l - l / ^ - l / v ) 4 #

Indichiamo con ß =  min {(1/2 — ijp) (1 — i / / ) 2+ , ( i  — i / s — 1 fi) s} 
e osserviamo che ß <  1 se / e [n/2 , n], Applicando il Lemma (2.1) alla fun
zione [L (fi) perveniamo ai Teoremi seguenti.

TEOREMA (2.5). Supponiamo valgano le ipotesi f in  qui dette. Se u è solu
zione del problema (2.10) risulta u 6 M (a (p , v)), cioè

1 {x  e Q : I u (x) | >  k} \ <  C 

essendo C una costante dipendente dai dati del problema e

a ( p , v )  1 =  m a x { i / / +  i j t ( i  — 2/p) , i /2# — sj2*( i  —  i/s —  i/v)} .

TEOREMA (2.6). Supponiamo valgano le ipotesi del Teorema (2.5) e sia 
t >  n. Allora'.

«)
n ( t— I)se p >  — -̂------ et — n

t  (n — i)v >  —--------t — n allora u  e L°°(Q);

b)
n ( t-—• 1)se p =  —-------- er  t — n

t ( n — 1) 
V~  t — n allora u  e L r(Q) per ogni r \> \

c)
. - n ( t— i)se p <  —3------- et — n V <  t (n~ l)

t — n allora u  e M (a (p , v))

essendo M (a (p , v)) definito come nel Teorema (2.4).
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