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MATILDE P a s q u a , Alcune soluzioni a simmetria cilindrica, ecc. 53

F isica m atem atica . —  Alcune soluzioni a simmetria cilindrica 
deir equazione relativistica di Navier-Stokes (* (**)b Nota 11 (*#) di M a t i ld e  
P asq u a , presentata dal Socio C. C a t ta n e o .

SUMMARY. We consider the relativistic Navier-Stokes equation for a viscous fluid 
dragged by two rotating coaxial cylindrical walls. The properties of some physically mean­
ingful solutions are discussed.

Introduzione

Il presente articolo si riallaccia ad una precedente N ota [i] sull’esten­
sione relativistica dell’equazione di N avier-S tokes per un fluido viscoso com­
prim ibile e conduttore di calore contenuto all’interno di due pareti cilindriche 
coassiali di lunghezza infinita. In  tale Nota, che nel seguito indicherem o 
con N ota I, si im poneva alle due pareti cilindriche di m uoversi di moto 
traslatorio  uniform e con velocità parallele all’asse comune. Nella presente 
N ota consideriamo invece il caso in cui le due pareti cilindriche ruotano un i­
formemente attorno all’asse e supponiam o, come nella N ota I, che durante 
il moto ci sia un flusso term ico attraverso le pareti supposte permeabili al 
calore in modo tale da poter considerare stazionaria la distribuzione di tu tte 
le grandezze. Tenendo conto della stazionarietà e delle condizioni di sim m etria 
del sistema si giunge a scrivere esplicitam ente u n ’equazione differenziale del 
i° ordine che determ ina la distribuzione euleriana delle velocità. L ’equazione, 
o ttenuta dalle equazioni relativistiche di N avier-S tokes con procedim ento di 
eliminazione e di parziale integrazione, contiene due costanti indeterm inate. 
L ’equazione stessa viene anzitutto  sottoposta a un duplice controllo:

a) al limite non relativistico (c —> oo) l’equazione risulta equivalente 
all’equazione classica;

b) quando i raggi delle due pareti cilindriche tendono a oo, rim anendo 
però finita e costante la loro distanza, l’equazione si identifica con l’equazione 
relativistica che determ ina la distribuzione delle velocità in un moto a sim­
m etria p iana (V. Cantoni [2]).

Si determ inano poi alcune classi di soluzioni relative a particolari valori 
delle costanti che compaiono nell’equazione; in esse risulta autom aticam ente 
soddisfatta, senza necessità di imposizioni specifiche, la lim itazione relati­
vistica v <  c. Sem pre in relazione a tali soluzioni particolari si determ ina 
infine la distribuzione delle tem perature, in corrispondenza a diverse forme 
della legge di conduzione.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per la Fisica Matematica del 
C.N.R.

(**) Pervenuta all’Accademia il 20 luglio 1973.
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I. Ipotesi e convenzioni

In  un riferim ento galileiano R  =  (o , x  , y  , z  , t )y si considerano due 
pareti cilindriche di lunghezza infinita (Pi e (P2 di comune asse 2 e di raggi 
ed r2(r1 <  r 2), ro tan ti uniform em ente intorno a 2 con velocità angolari asse­
gnate cOjl e co2. T ra  queste due pareti sia contenuto un fluido viscoso, aderente 
alle pareti stesse, conduttore di calore e comprimibile; più precisam ente, 
dette p  y n , w  rispettivam ente la pressione, la densità propria num erica delle 
particelle e la densità propria di energia totale, supporrem o sussistere u n ’equa­
zione di stato p  =  p ( n  ,w) .

Indicando con g ij il tensore metrico, con u  — (V) il versore parallelo 
e concorde alla 4-velocità, con q il flusso termico specifico e con X il coefficiente 
di viscosità supposto costante, adottiam o come legge del moto la versione re la­
tivistica, postulata da E ckart [3], delle equazioni classiche di N avier-Stokes:

( 0  V ,-W *=o (* =  I , 4) 1

dove W tJy tensore di energia impulso del fluido, ha la forma:

(2) W z> =  w u  u 1 -f- p s *3 -f- (q u J -f- q3 u  ) —  p i3.

In  esso com pare il tensore simmetrico p ij, tensore degli sforzi dovuti alla 
viscosità, che, a sua volta, è legato al moto del fluido, riassunto nel vettore 
unitario w, dall’equazione costitutiva W:

(3) f ij =  -Kc \sik ^ (V 4 +  v  uà  -  4 *tl V. «/] ;

quanto a s lJ, esso non è che il tensore metrico spaziale associato al riferim ento 
fluido:

(4) S*j =  g ij +  u l u j .

A ll’equazione precedente associamo, con Eckart, u n ’equazione di conser­
vazione della m assa num erica

( 5) y . ( n u i) =  o .

Come nella N ota I, supporrem o che le pareti cilindriche siano perm eabili 
al calore così che duran te il moto un opportuno flusso term ico perm etta 
condizioni di stazionarietà per tu tte  le grandezze, compresa la tem peratura 0  
e il flusso term ico specifico q. Circa i legami tra  queste ultim e grandezze

(1) Segnalo che nella precedente Nota I la seconda delle formule (2) e la formula (23) 
contengono alcuni termini scritti in modo non corretto. La loro formulazione esatta è data 
rispettivamente dalla (3) e dalla (7) della presente Nota. Dette modificazioni non hanno 
alcuna incidenza sui risultati della Nota I.
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sa-ggeremo sia la d iretta versione relativistica della legge di Fourier:

(6) ql =  —  ks ij Vy @

sia la più elaborata legge di conduzione postulata da Eckart:

(7) q* =  —  ks^  (Vy 0  +  0V^ Uf uk)  .

In  (6) e (7) 0  ra p p re se n e  la tem peratu ra assoluta e k  il coefficiente di 
conducibilità term ica.

Le equazioni di moto (1) vanno integrate tenendo conto della staziona­
rietà e delle sim m etrie inerenti al problem a e im ponendo al fluido velocità 
assegnate co1 , e, co2 r 2 , sulle due pareti e un assegnato flusso di calore 
attraverso una di esse.

Nel riferim ento R  accanto alle coordinate cartesiane sopra introdotte, 
introduciam o un sistem a di coordinate cilindriche di asse z

(8) x 1 == r  , x 2 — z  , x 3 =  0 , x 4 =  e t .

In  tali coordinate la m etrica spazio-tem porale di M 4, spazio di M inkowski, 
assume la forma

(9) ds2 — g ik dx* à xk =  dr2 +  dz2 +  r 2 dO2 — c2 dt2 , (i , k  =  i , • • •, 4)

e i simboli di Christoffel di seconda specie assumono i valori:

( io )

4
hk =  o

h , k — 1 , 2 , 4

h , k . =  2 , 3 , 4

' ih , k  =  I

h =  i j, 2 , 4 ( 1
l 33

h — 2 ,. 3 , 4 ( 3 l 13

Oltre all'ipotesi di stazionarietà già introdotta, supponiam o che tu tte  le g ran ­
dezze espresse in coordinate cilindriche siano indipendenti da 0 (sim m etria 
assiale) e da z  (essendo ©i e (£2 cilindri infiniti) e inoltre che la velocità sia 
puram ente trasversale (u1 =  u2 =  o). La condizione u2 =  —  1 si riduce 
allora ad un semplice legame tra  u3 e u4

(11) r2(u3)2 —  ( u ' f  =  — i

sicché può considerarsi come unica componente indipendente di u.
T ra  le com ponenti covarianti e controvarianti di u sussistono poi le 

relazioni

(12) u 1 =  o , u 2 =■ o , uB =  r 2 u3 , z/4 =  — u4.

T enuto conto che 0  non dipende che dalla coordinata r  e avuto riguardo 
alle (io), dalla legge di conduzione (6) discende che nelle ipotesi poste la
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densità del flusso calorifico q  ha diversa da zero so ltan to .la  prim a compo­
nente q1. Q uesta risulta legata a 0  dalla relazione

(6') q' =  — k de
d r

Ad analoga conclusione si giunge adottando la legge di conduzione (7), la 
relazione tra  q1 e 0  essendo ora

(7') ?x =  ~  —

2. Equazioni di moto

Subordinatam ente alle ipotesi fatte ed alle espressioni (io ) dei simboli 
di Christoffel, le quattro  equazioni (1) si riducono alla forma

4 ~ w 11+ — wd r r
11 - rW 33

d r W 12 +  — w 12 =  o

~  w 13 +  -1 W 13 =  od r r

4 - W 14 +  -  W 1 4 =  O .d r r

m entre l ’equazione di continuità (5) risulta identicam ente soddisfatta.
Le (13)3, (13)4 possono essere integrate prim a ancora di esplicitare le 

componenti del tensore W v: si ha im m ediatam ente

(H ) W 13=  — w 14 =  F

con H , K  costanti di integrazione. A nalogam ente potrebbe operarsi sulla (13) 
ma, come vedremo, ciò è superfluo.

Esplichiam o ora, tenendo conto delle ipotesi fatte, le espressioni delle 
com ponenti del tensore energia impulso che compaiono in (13)^ (13) e 
nelle (14):

Os)

j W 11 =  p  

W 88 =  a ;(« 8)a +  > [ U - + ( « 3)a]

I W 12 =  o

w  13 =  1 ?V - ^
C 2

W 14_ I 1 4== — q u  —  \c  c 2

[ ( ■ 4 + , k’!,ï) ( 4 — r 11 ì ) ' l  «4]
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A sostituzione effettuata, la (i3 )2 risulta identicam ente soddisfatta m entre 
la (13) e le (14) diventano rispettivam ente:

i r (u3f ( w  +  P) =  0

( l6 ) j ^ q Xu — \c

f  -i- q1 2 / —  Xc
\ c [»3 “4 ( 7  “■ - 1  “ *) +  r ’ (“ ’)2 - h  “«] -  - r  '

Ad esse deve aggiungersi come si è già detto, l’equazione di stato 

0 7 )  fi =  f i (n  ,w)  .

Le (16) e (17) costituiscono un sistema di quattro  equazioni (tre differenziali, 
una in term ini finiti) tra  le quattro  funzioni incognite u3, fi , q , w.  Si noti 
che la densità num erica n non deve considerarsi incognita; infatti qualunque 
sia la sua determ inazione in funzione di r  (all’istante iniziale t0 e quindi 
anche per t  >  t0) essa riesce sem pre com patibile con l’equazione di conser­
vazione (5).

M oltiplicando la (ió )2 per u^ju3 e confrontandola poi con la (ió )3 si 
ottiene:

dove è posto

(19)
H K

^ =  7 7  ’

Per semplificare le notazioni e per non confondere indici con esponenti po­
niam o da ora in poi

(20) u3 =  u  , ql =  q .

Esprim endo in funzione di u  per mezzo della (12), l’equazione (18) nella 
sola u  diventa:

(21) r 2  r3u3 -\- y - -—y  U------qru ]/1 +  r2 u2 =  o .

Sarà comodo per il seguito in trodurre la posizione 

(22) Ç == ru
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con che l’equazione (21) assume la forma

(21O r i - ' -  £ (i +  V )  +  T -  xI Ì T + W  =  o ;

(Da ora in poi l’apice starà ad indicare la derivata totale rispetto alla varia­
bile r).

Anche più significativa sarà la forma assunta dalla (21) scegliendo come 
incognita il modulo della velocità v  =  (v1, v2, vz) del fluido.

Tenendo conto del legame

(23) u* va
I — v2/c2

(oc =  I , 2 , 3)

con v2 si ha g ^ u *  =  v2\(c2— v '2), e quindi

(24)

La (21') diventa allora

5 =
V

I — v2jc2

(21") crv' — ve T  y c2 — — j v  y £2 — v2 =  o .

La (21), di cui abbiam o stabilito le forme equivalenti (2L), (21"), è u n ’equa­
zione differenziale del I ordine la cui soluzione generale u  sarà una funzione 
u (r  I T > X > *fi)> 'fi essendo u n ’ulteriore costante di integrazione. Sostituendo 
tale soluzione in (i6 )2 o in (ió )3 rim ane determ inato direttam ente in term ini 
finiti il flusso di calore q =  q(r  | y , x , *fi).

Le tre costanti disponibili vanno messe in relazione con le condizioni 
al contorno già enunciate e cioè con le velocità delle pareti cilindriche @1 
e <S2 e con il flusso calorifico attraverso una di esse. Indicando con q e ü  
rispettivam ente i valori di q ed u  sulla parete @1 e tenendo inoltre presenti 
le relazioni che intercorrono tra  u  , H, , v, le (ió )2 e (ió )3 danno rispettivam ente
per y e x

Y =  A  — +  r i l ( *  + 12)

x =  A  +  52 — ■— = -  +  Vi i + 12ac y i + f
oppure

ÿr? v r \v  — r ìv ’
........ ....... ....- - - -1------- —
X** Vi _»*/*» c i  (1 ~z>2/c2)3

~qr\ ^  v2 — n  vv'
\c2 i i — v2ic% c2 y ( i — ë /v y
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3. Controlli delle equazioni ottenute al limite classico
E AL LIMITE RELATIVISTICO PIANO

In  analogia a quanto è stato fatto nella Nota I per i problem i là studiati, 
verifichiamo:

a) che l’equazione (21) è coerente con l’equazione classica del moto 
di un fluido viscoso tra  due cilindri coassiali - ro tanti che, come è noto <2), 
si scrive

/ \ à2v i àv v ___
' 7 ) 4̂ 2 ' r &r r 2 ^

(v =  modulo della velocità del fluido).
b) che al tendere di rx ed r 2 ad 00, rim anendo costante la loro diffe­

renza: r<l —  rx =  h, la (21) si identifica con l’equazione relativistica corri­
spondente al moto di un fluido trascinato da due pareti piane parallele <3)

(28) u'
I +  u1 —• a — bu 

Vi -f ^2
=  o

(u — componente spaziale non nulla del versore 4 - velocità).
Per la verifica di a), usiamo la forma (21 ") dell’equazione, che derivata 

rispetto ad r  diventa:

(29) /!-f- rv r— v-\-
c2 V i — z/2/C2 (—  Xe +  Xrv) — X (v 'r  +  v) y i —  v2\c2 =  o.

Al limite per c -> 00, la (29) tende alla forma (27). Infatti, tenuto conto 
delle espressioni (26) di y e 7, il quarto  e il quinto term ine di (29), per 
c -> cx>, tendono chiaram ente a zero.

Per la verifica di b) usiamo invece la (21'). Infatti è l’incognita E, che, 
al limite pef r± -> 00 si identifica con l’incognita u della formula (28). T e­
nendo conto delle espressioni (25) di y e 7, al limite per r± -> 00 la (2T) 
assume la forma:

L a (30) è esattam ente l’equazione (28) con le costanti a , b rispettivam ente 
uguali a

(31) b =
y T T F  ‘

(2) Cfr. per esempio Landau  e L ifschitz, Fluid Mechanics, Pergamon Press, 1958,
p. 58.

(3) Cfr., V. Cantoni, «Meccanica», 6 (75), 78 (1971).
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È facile verificare la corrispondenza tra  i valori delle costanti delle equa­
zioni (28) e (30) per esempio nel caso in cui la parete (£1 sia supposta ferma. 
In  tal caso da (31) si ha

Identici valori sono assunti dalle costanti dell’equazione (28) come si vede 
considerando le formule (20) e (21) del citato lavoro [2] e ponendovi 
u1 =  o , u^ =  i .

4. Alcune soluzioni particolari

L ’equazione (21), anche nella forma (2 L) o (21") si presenta come 
u n ’equazione differenziale molto complessa. A dottata la form a (21') assu­
m endo E, come variabile indipendente ed r  come funzione incognita r = r ® ,  
essa assume la form a

________ r2
5(i +  52) + x U W

in cui si riconosce un tipo di equazione differenziale studiata <4>. Ciononostante 
un esame analitico generale della (32) non sem bra né semplice né utile da 
un punto di vista fìsico. Più utile ci sem bra l’esame di alcune soluzioni parti­
colari.

(32) Yd +  5“)
5(i + $ 2) +  x W V

1) Soluzioni corrispondenti al valore y =  o.

L ’integrale della (21') può essere espresso in term ini finiti se, lasciando 
alla costante x  valori generici, si pone y — o.

In  tal caso, come si può facilmente controllare, l’integrale generale, 
rispetto ad r, si scrive

(33) =  T, ( t T T V + x)1/<xS_1) ( L T V -  i)1/2(1- x) ( +  i)1/2(1+x)

7] essendo una nuova costante di integrazione.

2) Soluzioni corrispondenti ai valori x — o , y =  o.

Supposto ora anche y =  °> la (33) dà le oo1 soluzioni

(34) 1 = y\r
V I ---  7]2

oppure, ricordando la posizione (22)

(34') u == \ \r  =
V I — 7)2 r2

(4) Cfr. E. Kamke, DiffGlen Lösungsmethoden und Lösungen, p. 26, 4, 11.
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Affinché la (34) sia reale e finita occorre im porre alla costante y) la lim i­
tazione

(35) ri < ~k -

Dalla (34), tenuto conto della relazione (24) tra  Ç e v , si desume, in funzione 
di r, il modulo della velocità

(34") V =  CT)T (y] •

Perché la (34") sia equivalente alla (34) è necessario che ad essa si accompagni 
la limitazione (35).

È facile verificare che anche l ’equazione classica (27) am m ette soluzioni 
del tipo v =  ar , corrispondenti a rotazioni rigide del fluido, nessuna lim ita­
zione risultando però im posta alla costante a e quindi alla velocità v. Nel 
caso relativistico invece le soluzioni (34") sono soggette alla limitazione (35): 
y <  - - -  ; quindi risulta necessariamente, qualunque sia r, compreso tra  r± 
e r2,

v (r) <  c .

Si noti come tale limitazione, perfettam ente coerente con i principi re la ti­
vistici, non sia stata  da noi im posta, m a sia risultata dalla condizione di 
realtà della soluzione (34).

5. D istribuzione delle temperature

Sem pre con riguardo alla soluzione (34), (34'), sufficientemente descritta 
dal punto di vista dinamico, esam iniam one ora gli aspetti termici. Si osservi 
anzitutto che la distribuzione della densità di corrente calorifica nelle ipotesi 
ammesse y =  /  =  o, si ottiene subito dalla (ió )2 (o dalla (ió )3); sostituita 
in tale equazione in luogo di u  l’espressione (340, risulta

(36) q(r) =  o .

Tale risultato  non può sorprendere se si tiene conto che la soluzione stazio­
naria  (24), (24O, (24'0 corrisponde ad un movimento rigido, che non dà 
luogo a produzione in te rn a1 di calore.

D alla (36) si trae, in m odo univoco, anche la distribuzione della tem pe­
ra tu ra . Q uesta dipende naturalm ente dalla legge di conduzione che viene 
adottata; considereremo separatam ente la legge (6) e la legge (7).

A) Assum endo la validità della legge di Fourier relativistica (6), da 
essa, tenuto conto della (36) si deduce

®(f)  ==■ cost .

Soltanto una distribuzione uniform e di tem peratura risulta pertanto com pa­
tibile con la soluzione (34).
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Q uanto al valore costante della tem peratura stessa esso può essere qua­
lunque.

B) Supponendo valida la legge postulata da E ckart, essa fornisce per 
0  (r), quando si tenga conto della (36), l’equazione differenziale

(38)
d@ 0  nq2 _
d r i — 7)2 r2

il cui integrale generale si scrive

(39) 0 T

y I —r\2r2

con t costante di integrazione, soggetta per evidenti motivi fisici, al solo 
vincolo di non essere negativa: t >  o. L a circostanza che in un moto stazio­
nario senza produzione in terna di calore si abbia una distribuzione non uni­
forme di tem peratura è chiaram ente dovuta alla presenza del secondo term ine 
nella legge di conduzione di Eckart.
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