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Geometria. —- I  sistemi di simmetrie delle quadriche come modelli 
di due tip i di spazi metrici f in it i  a debole struttura di incidenza {*\ 
N ota (**} di V i n c e n z o  D i c u o n z o , presentata dal Socio E . B o m p i a n i .

SUMMARY. —  The purpose of this paper is to represent two types of metric spaces with 
a weak structure of incidence, o ver a field of characteristic >  2, by the systems of symmetries 
of the quadrics and their transform ations.

I. R a p p r e s e n t a z io n e  d e l l o  s p a z io  p r o ie t t iv o - m e t r ic o  f in it o

D I PRIMO TIPO

Sia S (3 , q) uno spazio proiettivo d i dimensione 3 su un campo d i carat
teristica >  2, d i ordine q =  dove p  è un numero prim o >  2 e h è un intero 
positivo. Siano inoltre Q1 una quadrica a p u n ti ellittici d i  S (3 , q) e la 
polarità definita da

Chiam iam o simmetria d i  la restrizione a di una omologia armonica 
di S(3 , q) perm utabile con e indichiam o con i l  sistema delle simmetrie 
d i £>! : poiché i piani di S (3 , q) non tangenti a €l±, e quindi secanti , sono 
q3 +  q , gli elementi di sono pure q3 +  q. In tal modo ad ogni sim m etria 
oc di &1 è associato un piano secante Q1 oppure una conica €1 di 0 1, luogo dei 
punti uniti di a. Gli elementi di perm utabili con una stessa sim m etria oc 
di formano un insieme cR-a , che viene detto rete propria d i S x e contiene q2 
elementi, tan ti cioè quanti sono i piani secanti e coniugati in del piano 
ä di S(3 , q) associato ad oc. Se P è un punto di Ö1 si chiam a rete im propria  
d i S x associata a P l’insieme degli elementi di S i aventi P come punto unito: 
le reti im proprie di S i sono q2 f i  1 e ciascuna contiene q2 +  q elementi.

Se a , ß è S i , con oc =f= ß, dicesi fascio  d i S i l’insieme oFajß degli elementi 
di S i permuta!bili con a e ß. Secondo che a e ß abbiano in comune come punti 
uniti 2 , 1 , 0  nessun punto di (Si, gli elementi di §Fa,ß hanno in comune come 
punti uniti 0 , 1 0 2  punti di &i ed viene detto iperbolico, parabolico o 
ellittico. Poiché ad ogni coppia non ordinata di elementi distinti di S i è as
sociata una re tta  r  di S (3 , q), ad ogni fascio di S i risulta associata una ben 
determ inata re tta  r f di S (3 , q) polare di r  in ®i: i fasci ellittici di S i sono 
perciò q2 (q2 f i  1), quelli iperbolici pure q2 (q2 f i  1) e quelli parabolici (q f i  1) 
(q2 f i  1). Si noti che un fascio & di S i contiene q f i  1 , q , o q — 1 elementi, 
secondo che :èF sia ellittico, parabolico o iperbolico.

Queste prim e proprietà di S i perm ettono di rappresentare su db uno spa
zio Di assumendo come p ia n i , rette e p u n ti  di Di rispettivam ente g li elementi,

(*) Lavorò eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le S trutture Algebriche e 
Geometriche (sez. n. 4) del C.N.R., presso l ’Istituto" di M atem atica A pplicata della Facoltà di 
Ingegneria dell’U niversità di Roma.

(**) Pervenuta all’Accademia P ii  luglio 1973.
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i  fa sc i e le re ti d i  S i : in corrispondenza dei tipi di fasci e di reti di S i si hanno 
rette iperboliche, paraboliche ed ellittiche e p u n ti propri e impropri. Si osservi 
che ad ogni piano, re tta  o punto di Di viene associato rispettivam ente in S (3 , q) 
un piano secante €l1} una re tta  o un punto.

Per le definizioni date la relazione d i appartenenza tra g li  elementi d i  Di 
'significa appartenenza d i elementi d i  S i a fa sc i e a reti d i  S i e inclusione d i fa sc i  
d i  S i in reti d i  S i. U na retta e un piano  di Di vengono detti incidenti o paral
leli, secondo che le loro im magini su à i  appartengano ad una rete propria o 
im propria di Si: due rette di Qi vengono dette incidenti, parallele o sghembe, 
secondo che le loro im m agini su ä i  appartengano ad una rete propria o im pro
pria di S i oppure non appartengano ad una stessa rete di S i . Indirettam ente 
la relazione di appartenenza tra  gli elementi di Di viene espressa dall’ap p ar
tenenza degli elementi associati di S (3 , q). Poiché ai piani di S (3 , q) tangenti 
a à i  non corrispondono piani di D i , questo spazio risulta a debole stru ttu ra  
di incidenza. Perché Di possa acquistare la stessa s tru ttu ra  di incidenza di 
S (3 > q) bisogna aggiungere agli elementi di Di dei nuovi p ia n i  detti isotropi, 
m entre gli altri p ia n i  di Di saranno chiam ati ordinari. L a costruzione dei piani 
isotropi è una conseguenza im m ediata della seguente relazione di perpendi
colarità tra  piani ordinari.

D ue p ian i ordinari d i  Di s i  dicono perpendicolari, se g li  elementi corrispon
denti d i  S i sono permutabili. Per la definizione di rete propria di S i si ha che 
i piani di Di perpendicolari ad un piano ordinario oc passano per un punto 
proprio A  che viene detto polo d i a.

Ciò premesso, si definisce piano isotropo d i Di associato ad  un punto im pro
prio  P d i  Di Vinsieme n costituito da Y e dai po li dei p ia n i ordinari per  P: il 
punto P viene detto polo del piano isotropo tu, per cui 7T risulta perpendicolare 
a sè stesso e gli altri piani perpendicolari ad esso sono q2 +  q e ordinari. In 
tal modo ad ogni piano isotropo di Di risulta associato un ben determ inato 
piano di S (3 , q) tangente a à i  e Di acquista la stru ttu ra  c i  incidenza di S (3 , q).

P<pr la definizione dei fasci di S(3 ,q),  passano per una re tta  r ’ di Di 
i piani di Di perpendicolari a due piani ordinari a e ß di Di e quindi ai piani 
per la re tta  r  =  ocnß : r  ed r' vengono dette polari e sono sghembe se sono 
di tipo diverso, parallele se paraboliche.

Se r  ed r r sono due rette polari non paraboliche, due piani a e ß ordinari 
per r, con a J_ ß, e due piani y e 8 per r !, con y _[ S, formano un cosiddetto 
tetraedro autopolare, al quale viene associato un tetraedro di S (3 , q) auto- 
polare in <Di. Poiché i tetraedri autopolari in Oi sono di due tipi secondo che 
—  ( ? +  0  sia pari o dispari (v. [2], n. 1), vuol dire che, rispetto ai tip i d i 
tetraedri autopolari, g li spazi Di si possono suddividere in  due classi, 
secondo che ~  ( ^ - f  1) sia p a r i o dispari.

Se Gì è i l  gruppo generato da S i, indichiamo con §a Pautomorfismo interno 
di Gì relativo alPelemento oc d i  S i. Siccome il prodotto di tre elementi di S i 
appartenenti ad un fascio ^  è uguale ad un elemento di oV (v. [2], n. 1), S i 
risulta invariante per §a e quindi per automorfismi interni di Gì (v. [2], n. 1).
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Inoltre, m ediante §a , fasci e reti di S i si m utano in fasci e reti di S i dello stesso 
tipo, restano uniti gli elementi di S i perm utabili con a e si conservano Tap-, 
partenenza e la perm utabilità in S i, cioè in fìi piani, rette e punti si m utano 
in piani, re tte e punti dello stesso tipo e restano uniti sia i punti e le rette del 
piano rappresentato da oc, sia le rette e i piani perpendicolari ad esso. Per 
queste proprietà viene chiam ato sim m etria planare d i Qi. Dicesi movimento 
d i Oi ogni prodotto d i simmetrie p lanari d i Di. Per la definizione di sim m etria 
di <2i , Gì risulta isomorfo a l gruppo dei movim enti dello spazio proiettivo— 
metrico fin ito  d i I  tipo  (v. [2], n. 1 e [3], n. 1): a tale gruppo risulta qu indi 
isomorfo i l  gruppo  Gì dei movim enti dello spazio Di qui costruito. Per le p ro
prietà del gruppo Gì si rim anda perciò al n. 1 di [2] e al n. 1 di [3].

II. R a p p r e s e n t a z i o n e  d e l l o  s p a z io  p r o i e t t i v o - m e t r i c o  f i n i t o
DI SECONDO TIPO

Per questo spazio, che indicherem o con O2, nello spazio S(3 , q) suppo
niamo data  una quadrica <92 a p u n ti iperbolici e sia O2 la polarità definita da 
$ 2. Come per Qi, chiam iam o sim m etria d i <9 2 la restrizione a <9 2 di una omo
logia arm onica di S(3 , q) perm utabile con O2 e indichiam o con H2 i l  sistema 
delle simmetrie d i C2 ' ad ogni sim m etria a di £2 risulta associata una conica 
non degenere di ^2 luogo dei punti uniti di oc oppure un piano secante $2, 
per cui gli elementi di S2 sono q0 — q. Chiamiamo inoltre rete propria d i H2 
l’insieme cRa degli elementi di S2 perm utabili con una sim m etria oc di <9-2 : le 
reti proprie di S2 sono qs -— q e ciascuna contiene q2 elementi. Si chiam a invece 
rete im propria d i  S2, associata al punto P di (92, Finsieme clip degli elementi 
di S2 aventi P come punto unito: le reti im proprie di S2 sono (q f i  i)2 e ciascuna 
contiene q2 —  q elementi. Infine chiam iam o fascio d i S2 Finsieme cFa,ß degli 
elementi di 2b perm utabili con due elementi distinti a e ß di S2: secondo che 
oc e ß abbiano) in comune come punti uniti 0 , 1 0 2  punti di <9.2, gli elementi 
di oFa,ß hanno pure in comune come punti uniti o , 1 0 2  punti di <9-2 e ^ a,ß viene 
detto ellittico, parabolico o iperbolico. Poiché ad ogni coppia non ordinata di ele
m enti distinti di £2 è associata una re tta  r  di S(3 ,q),  ad ogni fascio di £2 
risulta pure ässociata una ben determ inata re tta  r r di S ( 3 , ^ ) ,  polare di r  
rispetto a $2 : i fasci ellittici sono perciò ~gq2 ( q — 0 2> quelli iperbolici

-^-q2 (q +  i)2 e quelli parabolici (q +  i)2 ( q —  1). Si noti inoltre che un fascio $  
di S2 contiene q f i  1 , q , o q —  1 elementi, secondo che %' sia ellittico, p a ra 
bolico o iperbolico.

Ciò premesso, come piani, rette e p u n ti d i  O2 assumiamo rispettivam ente 
g li elementi, i  fa sc i e le reti d i S2: in corrispondenza dei ti£>i di fasci e di reti 
di Z2 si hanno rette ellittiche, paraboliche e iperboliche e p u n ti propri e impropri. 
Anche per D2 si ha che ad ogni piano, re tta  o punto di O2 viene associato rispet
tivam ente in S (3 , q) un piano secante Ö2, una re tta  non appartenente a <92, 
un punto.
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Per le definizioni date la relazione di appartenenza tra g li  elementi d i D2 
significa appartenenza d i elementi d i £2 a fa sc i e reti d i 22 £ inclusione d i fa sc i  
d i  £2 in reti d i  £2. La relazione di parallelismo tra una retta e un piano o tra 
due rette, come per Qi, viene definita come appartenenza delle loro im m agini 
ad una rete im propria d i  £2-

Indirettam ente, come per Qi, la relazione di appartenenza tra  gli elementi 
di Qi- viene espressa dall’appartenenza degli elementi associati di S ( 3 , ^ ) .  
Anche per Ü2 la stru ttu ra  di incidenza risulta più debole di quella di 
perché ai piani di S (3 , q) tangenti a <S2 e alle rette di 0 2 non corrispondono 
piani e rette di O2. Per ottenere la stessa stru ttu ra  di incidenza di S(3 , q), 
agli elementi di Q2 bisogna aggiungere delle nuove rette dette isotrope e dei 
nuovi p ia n i  detti isotropr. le altre rette e gli altri p ia n i verranno chiam ati 
ordinari.

D ue p u n ti im propri A e B di O2 sono detti non congiungibili, se le corrispon
denti reti di £2 non hanno un fascio in comune: in tal caso si definisce retta 
isotropa per  A  e B l'insiem e costituito da A e B e dai p u n ti im propri d i  Q2 non 
congiungibili con A  e B.

Come per Qi alla definizione di piano isotropo prem ettiam o quella di per
pendicolarità tra  piani ordinari di O2. Due p ia n i ordinari d i O2 si dicono perpen
dicolari, se g li  elementi corrispondenti d i £2 sono permutabili. Come per Di, 
i piani ordinari perpendicolari ad uno stesso piano ordinario oc sono q2 e passano 
per un punto proprio A  detto polo d i a.

Si definisce piano isotropo associato ad  un punto improprio  P l'insieme  
7T costituito dalle rette isotrope per  P e dai po li dei p ia n i ordinari per  P: il punto 
P viene detto polo del piano isotropo 71, per cui 7u risulta perpendicolare a sè 
stesso e gli altri piani perpendicolari ad esso sono q2 — q ordinari e 2 q isotropi.

Con l ’aggiunta delle rette isotrope e dei piani isotropi O2 acquista la stessa 
s tru ttu ra  di incidenza di S (3 , q).

Per la definizione di fasci di £2, passano per una retta r ' di D2 i piani 
ordinàri di Ü2 perpendicolari a due piani ordinari oc e ß di Ü2 e quindi ai piani 
per la re tta  r  =  oc n  ß. Le due rette r  ed r r vengono dette polari e sono dello 
stesso tipo: sono inoltre parallele, se sono paraboliche, altrim enti sono sghembe. 
Come per Qij se r  ed r r sono due rette polari sghembe, due piani oc e ß per r, 
con aj_ ß, e due piani ordinari y e S per r r, con y J[ 8, formano un tetraedro 
cosiddetto autopolare, al quale è associato un tetraedro di S (3 , q) autopolare 
in <I>2, Poiché in S (3 , q) i te traedri autopolari in O2 sono di quattro  tipi e due 
si presentano, se —  (^ +  1) è pari, m entre gli altri due se ~ ( ^ +  1) è dispari 
(v. [2], n. 2), si ha che, rispetto ai tetraedri autopolari, g li  spazi G 2 si possono 
suddividere in due classi, secondo che 1) sia p a r i 0 dispari.

Se G2 è i l  gruppo generato da £2, indichiamo con Sa / ’automorfismo interno 
d i G2 relativo all'elemento a d i  £2. Ragionando come per Di, si ha che, m ediante 
&<x, in ^2 piani, rette e punti si m utano in piani, rette e punti dello stesso tipo 
e restano uniti sia i punti e le rette di a, sia le rette e i piani perpendicolari ad 
a. .viene chiam ato sim m etria planare di Ü2- Dicesi movimento d i Q2 ogni
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prodotto d i simmetrie p lanari d i Q2. Come per D i, per la definizione di 
sim m etria di 0 2, si ha che G2 è isomorfo a l gruppo dei movim enti dello spazio 
proiettivo-metrico fin ito  d i I I  tipo  (v. [2], n. 2 e [3], n. 2): a tale gruppo risulta  
quindi isomorfo i l  gruppo  G2 dei movÌ7nenti dello spazio D2 qui costruito. 
Per le altre proprietà del gruppo G2 si rim anda perciò al n. 2 di [2] e 
al n. 2 di [3].
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