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SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. —  L a  matrice di intersezione di un polinomio di 
Pham-Brieskorn (*}. N ota (**} di A b r a m o  H e f e z  e F u l v i o  L a z z e r i , 

presentata dal Corrisp. G. Z a p p a .

Summary. — To each isolated singularity of hypersurface of dimension n, one associates 
the local fundam ental group G of the moduli space minus the discrim inant locus, and a 
representation o :G  —> A u t(H ), where H is the ^-hom ology group, with integer coefficient, 
of the “ non singular fibre A lthough in general it is very difficult to determine even a 
presentation of G, we show tha t the image of a can be fairly rather easily, by using 
some relations in a  first approxim ative presentation of G, in the case of polynomials of the
type Xq° H------- b a F  •

We solve in this way a conjecture of Arnold, Brieskorn [i].

Sia f  : (C'*+1 , o) -> (C , o) un germe di applicazione olomorfa la cui 
fibra Z ” 1 (o) — X 0 abbia una singolarità isolata in o e C”+1; ■

i.e. C { x 0 , ■ ■ • ,* „ } /( dxn
IL )
dxn ! abbia dimensione finita p. su C.

Denotiamo con 9TL l’ideale massimale in C { x0 , • • - , x n} e siano g  , • • • , g r 
tali che i , g  , • • • , g r abbiano immagini linearmente indipendenti in

L f  A  , \ T o l l  L  *2. SY „  3 /  - 3 /C { x 0 . •••>*«}/(-
3X n b.r h , / j  e tali "che g ± , • > S  r dXn ’ dxn gene

rino l’ideale 01t su C { x 0 , • • •, xn }.

Definiamo X =  j( x  ; a ; ß) e C”+1 X Cr X C j f{x )  +  ^  v-ìSì (x ) =  ß j  e sia

a : X ^  C" XC la restrizione della proiezione naturale (a ; a ; ß) -> (oc ; ß).
Si ha una identificazione j :  Xo C->X  di Xo con la fibra cm1 (o) (per la 

definizione di deformazione sem iuniversale e proprietà vedi G rauert [2]).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. 
(**) Pervenuta all’Accademia il 3 agosto 1973.
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A  sserzionr.
1) Xo c- - ^  X C ' x C  è una deformazione di Xo.
2) L ’applicazione indotta di C ' x C  nella base della deformazione 

sem iuniversale di Xo è u n ’ immersione.
3) Il discrim inante A C C ' x C  di a è ridotto ed ha molteplicità fx in C.

I l  problema'. Sia X £ =  a"1 (s) n  { || x  || <  Y] } con o < £ < y ] < ^ i .
A llora (M ilnor [4]) X £ è una varietà com patta a bordo che ha il tipo di

om otopia di un bouquet di (jl sfere di dimensione n.
In  particolare H w (X £ , Z) ~  ZT
Il gruppo fondam entale locale di Cr+1 — A in o può essere presentato 

come in Lazzeri [3] nel seguente modo: Sia L una re tta  generica rispetto a 
A vicino a o in Cr+1, allora l’omomorfismo naturale tz± (L —  A) -> 7u1(Cr+1— A) 
è surgettivo (nei gruppi fondam entali scritti il punto base non è specificato 
perché si tra tta  di gruppi locali).

Sia L  n  A =  {e1 , • • - , e s0 e L  —  A, si scelgono, come al solito, gene
ratori liberi <pi , • • •, 9^ di n ± (L •— A, e0) associati ad una scelta di tagli in L 
da e0 agli sx s^.

Facendo variare la re tta  L  fra le rette generiche per A sino a tornare 
alla posizione iniziale si trovano delle relazioni tra  i <?i , • • *, 9^.

O ra X e. ha una singolarità isolata quadratica non degenere, si può quin
di associare a ogni (p- un « ciclo evanescente » ei e H * (X £o , Z) tale che l’auto- 
morfismo indotto da cp,- in H n (X £o , Z) sia dato dalla form ula di P icard - 
Lefschetz (*) <pt- (z) =  z  —  (— i)(w+1) (̂ +4)/2 (z, et)  ei9 ove ( , )  denota l’interse
zione di cicli H m-(X£o , Z ) x H k (X£9 , Z) -» Z.

Inoltre si ha che
o per n  dispari

/• n « ( » + 1)/2 2 • (— 1) per n  p a n  .

Ciò dà un omomorfismo 7rx (L —  A) -> A ut (H w (X £o , Z)) che è fatto- 
rizzato da un omomorfismo 7Tx(Cr+1 — A) A ut (Hn (X£o , Z)).

L ’azione di <pï su H n (X e# , Z) è determ inata per (*) dalla m atrice di in ter
sezione (s(ei , ej)')l,j ; quindi le relazioni tra  i 9,- valide in 7rx (Cr+1 — A) 
inducono delle relazioni tra  gli elementi di questa m atrice.

E stato congetturato che queste relazioni determ inano univocam ente 
la m atrice {{ei , ej)). Più precisamente, se ((e/ , £ /))?-,y è una soluzione di tali 
relazioni, si possono cam biare le orientazioni dei cicli evanescenti ez di modo 
che (Je- , sia la m atrice di intersezione?

Diam o una risposta afferm ativa a tale questione per i polinomi di P h am -
n

Brieskorn; i.e. del tipo f  (x) = ^ j  ove aQ , • • - , an sono interi > 2 .
%=o

Tale calcolo dà esplicitam ente la m atrice di intersezione su una base di 
cicli evanescenti e perm ette di ottenere i due seguenti dati:

1) La m atrice di allacciam ento del nodo X 0 n  {x j  || x  || =  e}.
2) Scrivere esplicitam ente in term ini di m atrici dei generatori dell’im- 

m agine di n ± (Cr+1 —  A) in A ut (H w (X £o , Z)).

(* i, eh ' =
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In  generale è difficile scrivere esplicitamente la presentazione di 
^1 (Cr+1 — A); ciò è stato fatto solo per una classe ristretta di singolarità 
isolate; più precisam ente, per le singolarità razionali.
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