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Calcolo delle probabilita. — Zstimation bayesienne avec données
manguantes . Nota di PHIL1PPE CAPERAA € RoBERT COTE, presentata
dal Socio B. SEGrE.

RIASSUNTO. — In questa Nota studiamo, partendo da un modello « Bayesiano », le
condizioni sotto le quali & possibile, sostituendo delle osservazioni perdute su una parte di un
vettore normale con delle osservazioni supplementari relative all’altra parte di questo vettore,
di ottenere una stima della media almeno altrettanto buona di quella ottenuta senza perdita
di osservazione.

I. INTRODUCTION

Soit (X), un échantillon aléatoire de taille 7 d’un vecteur aléatoire X
de dimension p, p <7, dont la loi de probabilité dépend de # paramétres
réels (0y,0;,---, 6,) = 0"- (0’ signifie le vecteur transposé de 6). Supposons
que les p—g derniéres composantes de #-—7 vecteurs de I’échantillon
soient détruites. Cette note étudie les conditions rendant possible le rem-
placement d’observations perdues sur X,, par des observations prises sur
X, (X'=[X;:X;]) sans perdre de précision sur I'estimation d’une fonction
de 6. Nous noterons le nouvel échantillon ainsi obtenu

<Xl>a]
X, 1 -

Soit F [(x),,, | 0] la vraisemblance de Iéchantillon (X),,,. Notons 7 (6)
la loi a priori du vecteur #. En utilisant une fonction de perte L(-; ) qua-

dratique, l'estimateur solution de Bayes pour w(6) d’une fonction v(0) des
parametres sera Iespérance a posteriori de y (@), soit

(1) do [(®)a,,] = E[y(0) | (x),.,] -

En effet le risque a posteriori de la décision d(-) par rapport & =(-)
s'écrit

®.,= |

Rm, d)= /{/L[d(<x)a.r);Y(9)] dm [0 ] (x)a,,]) dF [(x)s,,] -

Ce risque est minimisé pour & [(x),,] = E[y(0)|().,]. Si »=n=a,
ce résultat est connu ([1], p. 46).

(¥) Cette recherche a été supportée par une subvention du C.N.R. du Canada.
(*¥*) Nella seduta del 19 giugno 1973.
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I1I. APPLICATION A LA LOI MULTINORMALE

Considérons I’échantillon (X),., tiré d’une loi normale N, (u, ) ot X est
une matrice réguliere et connue. Soit la partition naturelle accompagnant

celle de (X),,,:

[Hl] 1 [211 Z12]_1 ‘ [511 512]
w = , Z ] - == .
Ua 2oy gy Ga1 Ogg

Alors
dF [(x),,, | u] o< exp. {——% [trace (27* U,) - trace (" U,,a)]]
ou U,= 2/1 (x;— ) (x;— @) et U,,= 'Z+1 (201 — 1) (261, — wy)'.
7= j=r

Nous envisagerons deux types de connaissance a priori sur . D’une
part nous prendrons pour 7 (u) une loi. normale, conjuguée naturelle de la
loi de I’échantillon, et 'autre part, nous prendrons dr (u) = dyu ce qui traduit
une connaissance diffuse de u. Dans ces deux cas nous chercherons les estima-
teurs Bayesiens pour vy (u) = ys, .

A. Cas on w(-) est une loi normale.

Soit w obéissant a une loi normale N, (m , V) ou V est une matrice régu-
liere et connue. Notons

[ml] 1 [Vn V12] [7/11 Z'12]
m = , V= = .
my Va1 Vi Uo1 Ugg

dm (u) oc exp. {——% trace (V' W)} ot W = (m— p) (m—u) .

Alors

La solution de Bayes pour estimer u, est donnée par (1), soit

d [(x)a’f] = E [MZ l (x>a,r] .

Apres calcul, nous obtenons *Z[(x),,,] = *% *M;' ou

*y = 321"1’;' o1 -+ 21 %3 Oy + My 01y + My vy, — "Ly Wg
J= =

7 r a )
’ ’ ’ -1 ’ 1
"Ly = [Z 01y Dy X500 - O x; 2y + mi vy 4 my 7/21]
i=1 =1 J=r+l
-1
W = M; [7091 + Va1]
M; = 703 + 213 + (6 —7) Zp7'

*M, = 7ogy -+ Vgg — (7031 + va1) M1 ! (ro13 + v19) -
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La précision de cette estimation, c’est-a—dire, I'inverse de la matrice des cova-
riances de la loi a posteriori est

vl (@,7) = 7055 + V9 — (rog + vg1) [7011 + o1y + (a—7) Z’1_11]*1 (ro19 + v19) .

B. Cas ou nw(-) traduit une connaissance diffuse de q.

Le résultat (1) peut étre obtenu pour une mesure 7 (-) non finie mais telle
que tout ensemble borné de @ ={0:0,€R 7=1,2,---,#} ait une mesure
finie [4]. Alors nous obtenons “*Z[(X),,,] = **%**M;?! ou

*% —1-1
M, = 7695 — 72 63y [r011 + (a—7r)Zn G12

7 r
*% 71 r W ’ X%
by = lej 12 + 21 X2; Ggg — Lo
J=1 J=1

i=r+

[ d
KK \ Y Al 2 —1 %%
L, = leij o + leéj Gg1 + Z lxlj Zn M,
J= J=

et VTl(a,r) =*M,.

III. ETupE DE *V71(a,r)

Les @ — n observations additionnelles sont prises sur X; pour récupérer,
en tout ou en partie, la précision perdue par les # —7 observations détruites
sur X; . Nous allons chercher les conditions pour qu'il existe un nombre
entier @ tel que V' (a,») =*V1(n, 7). Les résultats suivants nous seront
alors utiles:

Vr»€R (fixé), nous obtenons
Q) 2V, Nz=2 V0,2 VE>1, VzeRF
6)  lim v (£ ,7) = [rogs + va]
f—> 00
¢) VzeR! et r<a, Q(a)=2"V(a,r)z est une fonction con-
tinue strictement décroissante de a. ‘

Le résultat @) est essentiellement basé sur le lemme suivant: ([2], p. 329,
Théoréeme 12.2.14).

LEMME 1. S7 A et B sont deux matrices symmétriques et réguliéres telles
que Nz==0,2' Az > 2 Bz alors 22 A" 2 <2zB7lz.

Le résultat ¢) peut étre prouvé par des arguments semblables & ceux de
@) et le résultat &) est basé essentiellement sur le lemme suivant:

LEMME 2. Soient A, B et A+ cB des matrices réguliéves avec ¢ > 1. Alors
si A et B ne dépendent pas de ¢ nous avons lirf [A+¢B]'=o.
c—> +0oC A

Le résultat @) souligne clairement qu’on peut, par des observations addi-
tionnelles sur X; accroitre la précision de I'estimation de g, . De plus, si
[769s + vos] — ¥V (2, %) est une matrice définie positive i.e. si

(2) (r — %) 699 + (n0y; + vyy) [mon + 7/11]_1 (1615 + v13) '
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est une matrice définie positive, alors en utilisant le résultat ¢) on peut conclure
qu’il existe 2, > 7 tel que

VT (ay, ) ="V (n,m).
Pour @y = [a,] + 1, ol [a,] est la partie entiére de ao, nous avons
Vz,z*v1 (cz});, )z > 2’ ¥yt (n,n)=z

Donc si la condition (2) est satisfaite, il sera possible de remplacer 7 — 7 ob-
servations sur X, par @ — # observations sur X; de telle facon que l’estima-
tion de p, ait une précision au moins aussi grande que celle qui aurait été
obtenue en utilisant I’échantillon (X),.

Regardons maintenant ce qu'implique la condition (2). Puisque 7 > 7,
(2) est satisfaite seulement si la matrice (65 + v) [0+ v13] " (no19 + v15)
est définie positive donc de rang (p —g¢). En notant que (6, + v55) est de
dimension (p —g¢,¢), alors la condition (2) entraine que p—¢ <g. Ceci
signifie que pour obtenir une précision aussi grande pour lestimateur de
tg par I'échantillon (X),,, que par I’échantillon (X), il faut que la dimension
de X, soit au plus égale A celle de X .

Remargue Des résultats semblables ont été obtenus pour la précision
V1 (a,7), et lexistence de ay € R tel que

Ve (ao,r) ="V (n, n)

’ . . ’ . o .
est assurée si la matrice [(» — #n)o,, + 7o, o7 ! 6,,] est définie positive.

IV. DETERMINATION DE g,

Pour déterminer analytiquement o il faut résoudre I’équation en a sui-
vante:

3 (rom + vay) [ron 4 v11 + (@ —7) '] (ro12 + v12) =
= (noy + vy) [0y + 7/11]_l (no13 + v19) — (2 —7) Ops .
Posant A = roy5 + vy
Y = [ron + o+ (@—7) Z;1_11]"1
B = (noy; + va1) [0 + v11] 7" (#6133 + v19) — (2 —7) 639
Iéquation (3) s’écrit
4 A’YA =B.

Puisque le rang de A est (p —¢) le systéme (4) est compatible et I'expression
générale des solutions est

Y = (A)" BAT + W — (A)T AWAAT
olt A" est l'inverse de Moore~Penrose de A ([3], p. 26).
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Sachant que ¢, est unique, il existe donc une solution unique Y et par
suite une matrice unique W telle que I'équation (3) soit satisfaite pour g, .
Il semble impossible, en général, de déterminer analytiquement la matrice
Y et par conséquent le g, satisfaisant (3). Cependant on peut aisément détermi-
ner g, par approximations successives. Quelques résultats ont été obtenus
par cette méthode pour p < 4.
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