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Calcolo delle probabilità. — Estimation bayesienne avec données 
m anquantes^ . Nota di P h i l i p p e  C a p é r a à  e R o b e r t  C ô t é ,  presentata(**} 
dal S ocio  B . S e g r e .

RIASSUNTO. — In questa N ota studiam o, partendo da un modello « Bayesiano », le 
condizioni sotto le quali è possibile, sostituendo delle osservazioni perdute su una parte di un 
vettore norm ale con delle osservazioni supplem entari relative a ll’a ltra parte di questo vettore, 
di ottenere una stim a della m edia almeno altrettanto  buona di quella ottenuta senza perdita 
di osservazione.

I. I n t r o d u c t io n

Soit (X)n un échantillon aléatoire de taille n d ’un vecteur aléatoire X 
de dimension p  , p  < n  , dont la loi de probabilité dépend de t  param ètres 
réels (0X , 02, • * •, 0/) =  0 f • (0 ' signifie le vecteur transposé de 0). Supposons 
que les p  —  g dernières com posantes de n —  r  vecteurs de l ’échantillon 
soient détruites. Cette note étudie les conditions rendant possible le rem ­
placem ent d ’observations perdues sur X2 , par des observations prises sur 
Xi (X '=  [X{ : X2]) sans perdre de précision sur l’estim ation d ’une fonction 
de 0. Nous noterons le nouvel échantillon ainsi obtenu

Soit F [(* )a>r|0 ]  la vraisem blance de l ’échantillon (X)fl,r . Notons tc(0 ) 
la loi a priori du vecteur 0 . En utilisant une fonction de perte L (-  ; •) qua­
dratique, l ’estim ateur solution de Bayes pour n ( 0 ) d ’une fonction y (0) des 
param ètres sera l ’espérance a posteriori de y (0), soit

W  do Kx )a>r] =  E  [y (0) I (x)a,r] .

En effet le risque a posteriori de la décision d ( - )  par rapport à 7i(-) 
s ’écrit

R (7t ’ d) /  U  L  [d ((3e)- r) : Y m  dTC [ 0 1 ) d F  K * ) - ]  •

Ce risque est m inimisé pour d  [(*)a>r] =  E  [y(0) | (x)a>r]. Si r  =  n  =  a, 
ce résultat est connu ([1], p. 46).

(*) Cette recherche a été supportée p ar une subvention du C.N.R. du Canada.
(**) Nella seduta del 19 giugno 1973.



888 [578]Lincei — Rend. Se. fis. mat. e nat. — Vol. LIV  — giugno 1973

IL  A p p l i c a t i o n  à  l a  l o i  m u l t i n o r m a l e

Considérons l ’échantillon (X)a,, tiré d ’une loi norm ale N^(ft , 2 ) où 2  est 
une m atrice régulière et connue. Soit la partition naturelle accom pagnant 
celle de (X )a,r :

Alors

d F  [(x)a,r I ft] oc exp. |—  — [trace (2 -1 U r) +  trace (2 ^  U (.>a)]J

r  a

où U , =  2 (*>— ;*)(* /— f*)' et V r,a=  S  (* iy ---f*i) (* iy ----ft,)'.
1 j = r  + 1

Nous envisagerons deux types de connaissance a priori sur D ’une 
part nous prendrons pour 7i(jx) une loi. normale, conjuguée naturelle de la 
loi de l ’échantillon, et l’autre part, nous prendrons d n ^ i)  =  dku ce qui trad u it 
une connaissance diffuse de [i. Dans ces deux cas nous chercherons les estim a­
teurs Bayesiens pour y (p,) == .

A. Cas où tc(-) est une loi normale.

Soit [à obéissant a une loi norm ale (m , V) où V est une m atrice régu­
lière et connue. Notons

Alors

dir (ft) oc exp. { — ~  trace ( V 1 W) } où W  =  (m— ft) (m — ft)' .

La solution de Bayes pour estim er jx2 est donnée par (i), soit

d  KX )a>r] =  E  [>2 I (X)a,r] •

Après calcul, nous obtenons V [(jc)a>r] =  *M ^ où

 ̂ r r  \

h  =  ) 2  XV  CTia +  2  XV  ^22 +  m) z/12 m) z>22 —  *L2 W; 
w=i y=i j
[ r r  a -i
2 *[>• °11 +  2 xy  a2i +  2 *1/ S ü 1 +  r n  'x vn  -\ - m 2 v2l
y=i 7=1 yw+l J

W  =  M r 1 [rcr21 +  V21]

M i =  r a 22 +  vn  +  (a —  r) 2 h 1 

M 2 =  ^^22 +  y22 (r c 2i +  ^21) M ,1 (ra12 -j- v12) .
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L a précision de cette estim ation, c’est-à -d ire , l ’inverse de la m atrice des cova­
riances de la loi a posteriori est

*V-1 (a , r) =  ra22 +  ^22 —  (rc21 +  v21) [ran  +  vn  +  (a —  r) Sfj1] “ 1 (ra 12 +  v12) .

B. Cas où tc(-) traduit une connaissance diffuse de ja.

Le résultat (1) peut être obtenu pour une mesure 7i(-) non finie mais telle 
que tout ensemble borné de 0  =  { 0 : 6 f. e R *  = 1 , 2 , • • • , * }  ait une m esure 
finie [4]. Alors nous obtenons *V [(X )ajr] =  où

**M2 =  r<j22 — r 2 g21 [ran  +  (a —  r) SH1] -1 cr12
r r

**/2 =  2  *12 +  D  =c2j v 22 —  **L2
J = 1 1

r

^2 — X y  G n  +  x 2j G2 1 +  x l j  ^ l l 1 **M 2
/=  1 y=1 y=r+i

et * Y - 1( a J r ) = * * M 2 . ■■

III . E t u d e  d e  *V 1( « , r )

Les a —  n  observations additionnelles sont prises sur Xx pour récupérer, 
en tout ou en partie, la précision perdue par les n ■— r  observations détruites 
sur X2 . Nous allons chercher les conditions pour q u ’il existe un nom bre 
entier a tel que *V 1 (a , r) >  *V~X (n , n). Les résultats suivants nous seront 
alors utiles:

V r e R  (fixé), nous obtenons
a) z r *V-1 (k , r) z  >  *' *V~1 (o , r) z  V k  >  1 , Vz  6

*V ~1 y  > r ) =  trff22 +  »22]
0  e et r  <  a, Q (a) =  z' *V (a , r) z  est une fonction con­

tinue strictem ent décroissante de a.
Le résultat a) est essentiellement basé sur le lemme suivant: ([2], p. 329, 

Théorèm e 12.2.14).

L e m m e  i. S i  A  et B sont deux matrices symmétriques et régulières telles 
que Vsr =J= o , z ' A s >  z ' Bs alors z f A “ 1 s  <  s 'B “ 1 z .

Le résu ltat c) peut être prouvé par des argum ents semblables à ceux de 
a) et le résu ltat b) est basé essentiellement sur le lemme suivant:

L e m m e  2. Soient A, B et A-j-^B des matrices régulières avec c >  1. Alors  
si  A  et B ne dépendent pas de c nous avons lim [A -j- rB ]“ 1 =  o.

C—>■ -j- OC

Le résultat a) souligne clairem ent q u ’on peut, par des observations addi­
tionnelles sur* Xj accroître la précision de l’estim ation de fi2 . De plus, si 
[r &22 +  ^22] ~  *V~1 (n , n) est une m atrice définie positive i.e. si

(2) (r  ~  n) <?22 +  (»<*21 +  v2l) [»<*11 +  Vu] _1 («012 +  »12)
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est une m atrice définie positive, alors en utilisant le résultat c) on peut conclure 
q u ’il existe a0 >  n tel que

* V ~ 1 (a0 , r) =  *V~1 (n , n) .

Pour =  [a0] +  1, où [a0] est la partie entière de <20, nous avons

V z  , z ' * V “ 1 (a* , r ) z > z '  * V ~ 1 (n , n) z

Donc si la condition (2) est satisfaite, il sera possible de rem placer n —  r  ob­
servations sur X2 par a —  n  observations sur X ± de telle façon que l ’estim a­
tion de ait u ne précision au moins aussi grande que celle qui au rait été 
obtenue en utilisant l’échantillon (X)„.

Regardons m ain tenant ce q u ’im plique la condition (2). Puisque n > r ,
(2) est satisfaite seulem ent si la m atrice (mi21 +  v21) [neju -f  vn ]~l (nv12 +  v12) 
est définie positive donc de rang  (fi ■— q). En notant que (na12 +  v12) est de 
dimension ( f i — q , y), alors la condition (2) entraîne que fi —  y <  y. Ceci 
signifie que pour obtenir une précision aussi grande pour l ’estim ateur de 
li2 par l ’échantillon (X)a>r que par l’échantillon (X)„ il faut que la dimension 
de X2 soit au plus égale à celle de Xx .

Remarque. Des résultats semblables ont été obtenus pour la précision 
V “ (a , r), et l ’existence de a0 e R  tel que

^ V ”"1 (% , r) =  (n y n)

est assurée si la m atrice [(r —  n ) G22 ~f~ nG2i {J12] est définie positive. IV.

IV . D é t e r m i n a t i o n  d e  a0

Pour déterm iner analytiquem ent ao il faut résoudre l ’équation en a sui­
vante:

(3) 0^21 +  ^21) [ran +  vn  +  (a —  r) S ii1]“ 1 (ran  +  vlz) =

— (n<J2i +  v2i) [nan  +  ^ n ] 1 («®12 +  V12) —  (n ■— r) ct22 .

Posant A  =  ra12 +  2̂12

Y =  lran  +  vn +  (a — r) Sü1]“1
B =  («C721 +  vzl) [nan  +  t 'u ] " 1 (nalz +  v12) —  (n  — r ) cr22 

l ’équation (3) s ’écrit

(4) A ' YA =■ B.

Puisque le rang de A  est (fi —  q) le système (4) est com patible et l’expression 
générale des solutions est

Y =  (A ')+ BA+ +  W  —  (A ')+ AW AA+

où A + est l ’inverse de M oore-Penrose de A  ([3], p. 26).
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Sachant que a0 est unique, il existe donc une solution unique Y et par 
suite une m atrice unique W  telle que l’équation (3) soit satisfaite pour a0 . 
Il semble impossible, en général, de déterm iner analytiquem ent la m atrice 
Y et par conséquent le a0 satisfaisant (3). Cependant on peut aisém ent déterm i­
ner aQ par approxim ations successives. Quelques résultats ont été obtenus 
par cette m éthode pour p  <  4.
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