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Geometria differenziale. — Swr Jes distributions structurelles
d’une G-structure. Nota di ALEXANDRU NEAGU, presentata @ dal
Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Le distribuzioni strutturali di una G-struttura sono state introdotte
in [6] da Gh. Gheorghiev. Queste distribuzioni sono definite sulla varietd base di una
G-struttura e per esse non si pud usare il metodo del riferimento mobile [5].

Qui, vengono trattati alcuni problemi globali sulle distribuzioni strutturali di una
G-struttura, dando fra l’altro condizioni necessarie e sufficienti affinché una distribuzione
risulti strutturale.

1. Soit P(M, G) un espace fibré principal, oit M est la base, P I'espace
total, et G le groupe structural avec une base topologique dénombrable.

LEMME. On peut réduire P(M , G) & un sous—groupe fermé GiCG si et
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites: ‘
a) Il y a une variété différentielle NV, un point ug€V et une loi d’opera-
tion de G dans V ,(g ,u) € GXV —g.u. €V, de sorte que le stabilisateur de u,
dans G soit Gi et l'orbite Guy soit localement fermée;
6) 11y a un morphisme A:P —V tel que A(P)CGuy et A(z-g) =
=g v A(e) pour chague z€P et geG.

Démonstration. Soit w la projection P —M et p la restriction de = &
A7 (). Nous démontrons que:
a) p (A7 () =M,
b) p1i(x) =2G ot 2z €A™ (u) et x=p(2),
.¢) pour chaque x € M il existe une voisinage ouvert U de x et une appli-
cation différentielle n:U —P(M , G) telle que 1 (U)CA () et p-m = idy; .
Puisque G a une base dénombrable et Gu, est localement fermée dans

V il suit que Gz est une sous-variété de V [3]. Il résulte que A est un mor-
phisme - de P dans Gy [4].

a) Soit z€ w1 (x)C P. Puisque A (z;) € Gz il suit qu’il existe g€G
tel que A(z) = g.ay. Alors ‘
Alarg) =g tA() =glgu=u;
il résulte 2z g € A7 (u5), donc p (A7 () = M.
b) Soit 21, 2, € A7 (uo) tel que p(z;) = p (2,) = x. Soit g€G tel que
23 =218 Mais A(z) = A(518) =g 1A(z) donc g1y =1, et il suit que
£ € G1, d’ol résulte immédiatement que p~1(x) = 2,-G;.

(*) Nella seduta del 19 giugno 1973.
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¢) Soit U un ouvert dans M et s : U — P une section au dessus de U.
Nous posons 6 =A-s. Soit la fibration canonique G — G/G; et A une section
locale au dessus d’un ouvert U' CG/G;. On suppose que o(U)CU’. Soit
h=2x0c et n(x) =s(x)-£(x) avec x €U, alors n:U — P est une section au
dessus de U et o(x) =pr-4(x)=/(x) -1y, ol pr est la projection G — G/G;.
On peut écrire:

A@) =AG@A@)=GE)TA(@)=GE) 0@ =

= (b ()™ (h () up = uo .

Donc 7 est une section locale au dessus de U qui a les valeurs dans
AT (uy).

Les conditions &) , 8) et ¢) étant satisfaites il suit que A (z,) est un sous—
fibré de P(M , G).

Pour la suffisance nous faison d’abord une remarque. Si H(M , G;) est
un sous—espace fibré de P(M , G) avec G; fermé dans G, alors il existe une
section globale s : M — P/G; . Soit (U, ¢) et (U, {) des trivialisations associées
sur P(M,G) et P(M,QG)/Gy. Soit V=G/G;. On définit le morphisme
A:P -~V par

Alz) = (o7t (&) (s () pour ze€n1l(x) et x€U,
ou ¢, (resp. ¢,) est la restriction de ¢ (resp. ¢) & {x} X G (resp.

{x}XGJG). Si (7,%) et (U,d) sont d’autres trivialisations telles que
x€U N U alors:

@ @b (s () = (a5, (@) 0. @)™ (agy () ¥, (s (1) =
= (77 () - (g, (W)™ - agy (@) 4 (s(x) = (o ()7 4 (s ()

ol a, (resp. d@ ,) est le cocycle subordonné aux cartes (U, ) et (U,9) (resp.

(U,d) et (U,d) et nous avons utilisé la proprieté ag, (%) = ay, (x) qui

est vraie pour les trivialisations associées. Il suit que A est globale définie.
Soit ze P et geG. Alors:

A(z2-8) = A (9, (971 (2)-9)) = (971 (%, (972 (2))-g)) -4, (s@) =
=g (o @)V s (0) =g A cqed.

Conségquence . Dans les conditions du Lemme, si #; , #y € Gzzg ont les
stabilisateurs ‘G; et resp. Gy, alors A7 (u;) et A™'(u,) sont des sous-espaces
fibrés conjugués; plus précisément il existe un g€G tel que A™ () ¢ =
= A" (u,) et Go=g"1G,¢.

En effet, soit @ € G tel que u,= au;; nous avons A (za1) = aA (z) =
= a-u; = uy pour chaque z€ A1 (%) et donc A7 (uy)-at = A7 (uz). Laf-
firmation est vraie pour g = a1,

Conséquence 2. Dans les conditions de la Conséquence I,Gy= Gy si
et seulement si ¢ €9 (G,;) (le normalisateur de G; dans G) ou g €9 (Gy)
(le normalisateur de Gy dans G).
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2. Soit B (M) une G-structure sur la variété M et A une distribution
involutive de dimension p et de classe C® sur M. L’existence de la distri-
bution A implique:

1) L'existence d'une Gj-structure Bg, (M) sur M, ou

Gy = {| @ llll 4] € GL (n, R) , ai' = o}
Z~,]”,..:I’2’...’n ; a’b,...:I’Z’.."p ’ Z./,j,,---=ﬁ+1,ﬁ+_2,.,,’%

2) L'existence d’un morphisme: A: § (M) -G’ (z) = GL (2, R)|G;

ou § (M) designe I'espace des repéres de M.

En effet, si nous désignons avec §’(M) = § (M)/G, le fibré Grasmann
des p-plans tangentes & M, alors A définit une section globale M - &7 (M),
donc & (M) est réductible & G;. Pour 2) voir la suffisance du Lemme.

On note par Bo(N), §(N), Bg, (N), et $”(N) les restrictions des fibrés
Be (M), F (M), Bg, (M) et resp. (M) & une feuille N de A. Soit NA la
restriction du morphisme A & Bg(N).

Définition 1. La distribution A est dite structurelle pour la G-structure
Bs (M) si, pour chaque feuille N de A, NA est constante.

Définition 2. La distribution A est dite structurelle absolue pour la
G-structure Bg (M) si la restriction de A & Bg (M) est constante.

THEOREME 1. Pour gu'une distribution A sur M soit structurelle absolue
pour une G—structure Bo (M) sur M, il faut et il suffit gue B (M) soit sous—
Jibré d'une structure conjugée avec Bg,(M).

Démonstration. Soit u € G’ (n) tel que A (Bg(M)) ==. II résulte que
u€Guy ot ug€G’(#) a le sous groupe de stabilité dans GL (n,R) le
groupe Gy et Gug est l'orbite de #g (ici la loi d’operation de G dans G? (%)
est (g,a-G)€GXG? ()~ g-a-G, € G’ (). D’autre part A7 (%) est une
structure sur M conjuguée avec Bg, (M) (Conséquence ).

Si Bg (M) est un sous-espace fibré d’une structure conjuguée avec Bg, (M)
il suit que Bg(M) C A7 (x) avec u € G’ (1) (voir le Lemme) et donc A est
constante sur Bg (M).

Observation. Le Théoreme 1 reste valable pour les distributions struc-
turelles absolues généralisées [8].

On déduit le théoréme suivant par la méme démonstration qui a permis
d’établir le Théoréme 1.

- THEORRME 2. Pour gu'une distribution A sur M soit structurelle pour
une G-structure B (M) sur M il faut et il suffit gue Bg(N) soit sous—espace
Sibré d’une structure comjuguée avec Bg,(N).

Soit G (%) la variété Grassmann de toutes sous-espaces de R”. Il est
connu [2] que G (7) est une variété compacte et G?(#) (la variété Gras-
smann des sous-espaces de dimension p de R",p=1,2,---,%) est une
sous-variété pure de type R”“7?, connexe, ouverte et fermée. G’ (n) sont



[ 575] ALEXANDRU NEAGU, Swur les distributions structurelles, ecc. 883

aussi les orbites de GL (72, R) qui admettent évidemment une loi d’opé-
ration dans la variété G (»). Si G est un sous-groupe de GL (7, R), il
suit qu’il admet aussi une loi d’opération dans G ().

THEOREME 3. Soit Bg(M) wune G-structure sur M et By (M) un sous—
Jebré des reperes fermé dans B (M). Si Lespace homogéne GJH est isomor phe
avec une orbite localement fermée Guy de G alors By (M) est défini par une
distribution A sur M.

Démonstration. Soit G?(n) tel que GuyCG? (7). Bg (M) est réductible

a H donc il existe un morphisme Ag: Bg (M) = G/H tel que A, (2-0) =
=g 1Ay (2) pour tous £ € Bg(M) et g€G. Il résulte que A, est un morphisme

de B (M) dans G? () qui a les valeurs dans Guzg . Soit 7 la projection §(M)—~M

et p la restriction de © & Bg(M). Soit 2 € w1 (x) et zy€ p! (x). Allors

il existe g€ GL(%-R) tel que 2, =29 ¢. On définit un morphisme A: § (M) —

— G’ (%) par: A(z) =g1A, (20). Puisque Ag(20) €G”(n) et G”(n) est

une orbite de GL (%, R), il suit que g1 Ag (20) € G”(%); donc A a les valeurs

“dans G”(%). Si 2, = 29-g avec z, € p71(x) et g€G, alors 2y = z5g¢~ et donc:

Ae) =g Ao (20) =g Ag (2088 ™") = £ (g1 Ag (20) = g1 Ay (20).

Donc A est bien défini. Il suit que les conditions du Lemme sont satisfaites;
donc §(M) peut étre réduit & Gy. Il resulte que nous avons obtenu une section
A :M—§(M)/G1, mais § (M)/G; est le fibré Grassmann des p—plans tangentes
a M, donc nous avons défini une distribution A sur M. Soit Bg, (M) le fibré

des repéres définit par A: alors on déduit immédiatement que By (M) =
= B (M) N B, (M). |

Observation. La distribution A définie ci-dessus est une distribution
structurelle absolue généralisée pour la H-structure By (M) [8].

3. Exemple. Soit M une variété paracompacte. Soient A; et A, deux
distributions sur M, avec dimensions p et resp. g, telles que A, CA,. Soit
Bg, (M) (resp. Bg, (M) le fibré des repeéres définit par A; (resp. A,), ot

Gy = {llajll/la;Il€GL (%, R), a; = o}
Z-’j’,..zl’g’...’n;a’é’...=1’2’...’p;l'l’j”,,,=p+1’...,n’
Gy = {lla; Ml a;|l€ GL (, R) , a3 = o}
z',j,--~=v1,2,---,n;a,é,---=1,2,-~-,g;z”,j',---=g—l—1,---,n.
Tenant compte que M est paracompacte, on peut considérer sur M la

structure Riemannienne O (M) avec le groupe structural O (%) (le groupe
orthogonal). Soit:

A :F M) -G,
Ay:§ (M) -G ()
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les morphismes définis par A; et A,. On peut vérifier immédiatement que la
variété G”(n) (resp. G*(n)) est isomorphe avec O (#)/G1 (resp. O (%)/Gy) ot
G = O NGy (resp. Gy = O(n)NGy). I suit que, pour O(M),G; et la
restriction de A; & O (M) (resp. O (M), C, et la restriction de A, & O (M) les
conditions du Lemme sont vérifies et donc on peut considérer les espaces
fibrées reduits By (M) et Bg (M).

On montre que la restrlctlon du morphisme A; a Bg (M) a les valeurs
dans une orbite de C,. Ici on considére la loi d’ operat1on de G, sur
G”(#). Soit m; (resp. m,) la projection B, (M) =M (resp. Bg,(M) —M).
Evidemment on a n1(x) Nn;1(x) 5= P pour chaque x €M. Soit uy € G? ()
tel que A" (ug) = Bo,(M).  Soit 2, € my1(x) et 2 € nl(x)N n;1(x). Alors
A () = ug et 2y = 2185 avec gy € Gy Il résulte que:

A1 (z5) = g7 1Ay (21) =gylu,€ Gy .

Ayant en vue que G, est compact, on peut conclure que I'orbite G, 2y est
aussi compacte, donc elle est une sous-variété de G?(x). Ainsi les conditions
du Lemme sont satisfaites, donc Bg, (M) est réductible 2 G, N G, = H;
l'espace fibré réduit sera noté par By (M).

Observation. By (M) est une H-structure sur M, pour lequelle A; et Ay
sont des distributions structurelles absolues généralisées.

Un peut plus généralement dire que, si A; et A, sont des distribution sur
une variété paracompacte M, telles qu'il existe, pour chaque x € M, un repére
orthonormé distingué pour Bg, (M) et Bg, (M), alors il y a'une H-structure
By (M) sur M pour laquelle A; et A, sont des distributions structurelles
généralisées. Le groupe H est précisément le groupe O (#)NG;NG,.

La démonstration est analogue & la précédente.
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