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Geometria differenziale. — S ur les distributions structurelles 
d ’une G -s truc ture. Nota di A l e x a n d r u  N e a g u ,  presentata dal 
Socio B. S e g r e .

R iassunto . — Le distribuzioni stru tturali di una G -stru ttu ra  sono state introdotte 
in [6] da Gh. Gheorghiev. Queste distribuzioni sono definite sulla varietà base di una 
G -stru ttu ra  e per esse non si può usare il metodo del riferim ento mobile [5].

Qui, vengono tra tta ti alcuni problemi globali sulle distribuzioni stru tturali di una 
G -stru ttu ra , dando fra l ’altro condizioni necessarie e sufficienti affinché una distribuzione 
risulti strutturale.

i. Soit P (M  , G) un espace fibré principal, où M est la base, P l’espace 
total, et G le groupe structural avec une base topologique dénom brable.

LEMME. On peut réduire P (M , G) à un sous—groupe ferm é  GiC G si et 
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites'.

a) I l  y  a une variété différentielle V, un point u0e V  et une loi d'opera­
tion de G dans V  , (g , u) £ G X V g .u . £ V, de sorte que le stabilisateur de u0

dans G soit Gì et Vorbite Gu$ soit localement ferm ée;
b) I l  y  a un morphisme A : P -> V  tel que A (P )C  Gu0 et A  (z-g) =  

=  g~l A  (z) pour chaque z £ P et g  £ G.

Démonstration. Soit 7u la projection P -> M  et p  la restriction de tu  à 
A-1 (uq). Nous dém ontrons que:

a) P (A“ 1 (u0)) =  M ,
b) p~x (x) =  z.G  où z  e A-1 (u0) et x  =  p  (z) ,

, c) pour chaque x  £ M il existe une voisinage ouvert U  de x  et une appli­
cation différentielle 7) : U  -> P (M  , G) telle que rj (U)C A^Çuq) et p-y\ =  id^ 

Puisque G a une base dénom brable et GuQ est localement fermée dans 
V il suit que Gu0 est une sous-variété de V  [3]. Il résulte que A  est un m or­
phism e de P dans Gu0 [4].

a) Soit zx £ 7T-1 (x) C P. Puisque A (zx) £ Gu0 il suit q u ’il existe ^ e G  
tel que A (^x) = g .u 0. Alors

A  (zv g) = g- i A ( z 1) = g - i g .Uo =  u0 ;

il résulte zxg  e A-1 (uq), donc p  (A-1 (u0)) =  M.
b) Soit Zx , z2 6 A“ 1 (uo) tel que p  (^ )  =  p  (z2) =  x. Soit g  e G tel que 

=  Zyg- M ais A  (z2) =  A  (z^g) = | ~ 1A (q )  donc g - 1 u0 =  u0 et il suit que
^  6 Gi', d ’où résulte im m édiatem ent que p ~-1 (x) =  z± ■ Gj . (*)

(*) N ella seduta del 19 giugno 1973.
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c) Soit U  un ouvert dans M et s :U  -> P une section au dessus de U. 
Nous posons g  =  A-s.  Soit la fibration canonique G - > G/Gj et X une section 
locale au dessus d ’un ouvert U 'C G / G 1. On suppose que œ(U) C U '. Soit 
h — X0 <7 et 7] (x) =  s (x)-h(x)  avec r  e U , alors 7) : U  -> P est une section au 
dessus de U  et g  (x) =  pr • h (x) =  h (x) • u0, où p r  est la projection G -> G /G i. 
On peut écrire:

A (73 (x)) =  A  (s (x) • h (x)) — (h (N))“ 1 • A (s (x )) =  (h (x ))“ 1 -g (x) =

=  (h (x ))“ 1 (h (x)) -u0 =  u0 .

Donc 7] est une section locale au dessus de U  qui a les valeurs dans 
A-1 («<>)•

Les conditions a) , b) et c) é tan t satisfaites il suit que A-1 (m0) est un sous- 
fibré de P (M , G).

Pour la suffisance nous faison d ’abord une rem arque. Si H (M , Gx) est 
un sous-espace fibré de P (M , G) avec Gx fermé dans G, alors il existe une 
section globale s :M. P /G x . Soit (U , 9) et (U , 40 des trivialisations associées 
sur P ( M ,  G) et P (M , G)JG1 . Soit V  =  G/G1 . On définit le m orphism e 
A :  P - ^ V  par:

A  (z) =  (9“ 1 (V))” 1 • 41“ 1 (s(x)) pour z e t t 1 (x )  et x  e U,

où cpx (resp. 40  est la restriction de 9 (resp. 40 à {x}  X G (resp. 
{ x j x G / G ^ .  Si (TJ , 9) et (Ü , 4) sont d ’autres trivialisations telles que 
^ 6 Ü  H O  alors:

(<?*1 c*»-1 • A 1 o)) =  ( Acp (*) • C  (^)r1 • («h (s  c 1) (s (*)) =

=  ( « p j1 C*))"1 • ( « ÿ ,  O ))-1 • O )  • < lv J ( • < * ) )  =  A "1 O ))-1 • t 1 ( - K * ) )
où a (resp. a ^ )  est le cocycle subordonné aux cartes (U , 9) et (Ü , 9) (resp.
( U , 40 et (O , 40) et nous avons utilisé la propriété a-^ (x) =  (x) qui
est vraie pour les trivialisations associées. Il suit que A  est globale définie. 

Soit P et g e  G. Alors:

A  O -g) =  A  (<px (<p-i O) -g)) =  (cp-1 •(<?* (cp“ 1 (z)) -g))-1 • <|L1 (s {x)) =

=  g ^  ■ OPJ1 C2'))“ 1 • {s (x)) =  g - 1- A  (z)- c.q.e.d.

Conséquence I .  D ans les conditions du Lemme, si u± , u2 e GuQ ont les 
stabilisateurs G x et resp. G2, alors A-1 (%) et A“1 (zz2) sont des sous-espaces 
fibrés conjugués; plus précisém ent il existe un g  e G tel que A“ 1 (zq) • g  =  
== A-1 (u2) et G2 =  g - 1 G , g .

E n effet, soit a € G tel que u2 =  aux \ nous avons A  (zcT1) =  aA (z) =  
=  a-Ux — u2 pour chaque z  6 A-1 (zq) et donc A“ 1 (%) • cr1 =  A” 1 (ué)* L ’af­
firm ation est vraie pour g  — ar1.

Conséquence 2. D ans les conditions de la Conséquence I , Gx =  G2 si 
et seulem ent si g  e SZ (Gx) (le norm alisateur de Gx dans G) ou g  € (G2)
(le norm alisateur de G2 dans G).
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2. Soit Bg (M) une G -structu re sur la variété M et A une distribution 
involutive de dim ension p  et de classe C°° sur M. L ’existence de la distri­
bution Ä implique:

1) L ’existence d ’une Gx-stru c tu re  BGl (M) sur M, où

Gi =  { \ \ a > . \ \ l \ \ a t . \ \ e G L ( n ,  R) , <  =  0}

*’>/>••• =  I - ? , • • • , »  ; a, b, - • • =  1 , 2 , -  • • , /  ; • • = p  +  1 , /  +  2 , • • •, ».

2) L ’existence d ’un morphisme: A  : 3 (M) Gp (») =  GL (» , R )/G , 
où 3' (M) désigné l ’espace des repères de M.

En effet, si nous désignons avec §^(M) =  ^  (M )/Gx le fibré G rasm ann 
des / -p la n s  tangentes à M, alors A définit une section globale M -* § * (M ), 
donc f  (M) est réductible à G ! . Pour 2) voir la suffisance du Lemme.

On note par BG(N) , ^ (N ) , B0l (N), et §*(N) les restrictions des fibrés 
BG(M ) , F  (M) , BGl (M) et resp. ^ ( M )  à une feuille N de A. Soit NA la 
restriction du m orphism e A  à BG(N).

Définition l .  La distribution A est dite structurelle pour la G -structure 
Bg (M) si, pour chaque feuille N de A, NA est constante.

Définition 2. L a distribution A est dite structurelle absolue pour la 
G -structu re BG (M) si la restriction de A  à BG (M) est constante.

THÉORÈME i.  Pour qu'une distribution A sur M soit structurelle absolue 
pour une G-structure BG(M ) sur M, il  fa u t et il  suffit que BG (M ) soit sous- 
fibré d'une structure conjugée avec BGl(M).

Démonstration. Soit u e Gp (n) tel que A (B G(M)) =  «. Il résulte que 
u e G u 0 où u0e G p(n) a le sous groupe de stabilité dans GL (n , R) le 
groupe Gx et Gu0 est l’orbite de u0 (ici la loi d ’operation de G dans Gp (n) 
est (g , a -Gi) e G x G p (n) g  -a •G1 € Gp (n)). D ’autre part A“ 1 (u) est une 
structure sur M conjuguée avec BGj (M) (Conséquence i).

Si Bg (M) est un sous-espace fibré d ’une structure conjuguée avec BGl(M) 
il suit que Bg(M)-Ç A t 1 (u) avec u ^ G p (n) (voir le Lemme) et donc A  est 
constante sur BG (M).

Observation. Le Théorèm e i reste valable pour les distributions struc­
turelles absolues généralisées [8].

On déduit le théorèm e suivant par la même dém onstration qui a permis 
d ’établir le Théorèm e i.

THÉORÈME 2. Pour qu'une distribution A sur M soit structurelle pour 
une G-structure BG (M) sur M i l  fa u t  et i l  suffit que BG (N) soit sous-espace 

fibré d'une structure conjuguée avec
Soit G (n) la variété G rassm ann de toutes sous-espaces de R". Il est 

connu [2] que G (n) est une variété compacte et Gp(n) (la variété Gras- 
sm ann des sous- espaces de dimension p  de R” , /  =  i , 2, • • •, n) est une 
sous-variété pure de type R'>(*~-#>, connexe, ouverte et fermée. Gp (») sont
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aussi les orbites de GL (n , R) qui adm ettent évidem m ent une loi d ’opé­
ration dans la variété G (n). Si G est un sous-groupe de GL (n , R), il 
suit q u ’il adm et aussi une loi d ’opération dans G (n).

THÉORÈME 3. Soit BG(M) une G-structure sur M et BH(M) un sous-  
fibre des repères ferm é dans BG(M). S i  l ’espace homogène G /H  est isomorphe 
avec une orbite localement fermée Gu0 de G alors BH (M) est défini par une 
distribution A sur M.

Démonstration. Soit G*(n)  tel que Gu0C G p (n). BG (M) est réductible 
à H donc il existe un m orphism e A 0 : BG (M) G/H tel que A 0 (z-g) =  
= g ~~1 A o (»  pour tous z  6 Bg (M) e t^ e G .  Il résulte que A 0 est un m orphism e 
de Bg (M) dans Gp (n) qui a les valeurs dans GuQ. Soit n la projection SfdVQ-AM 
et p  la restriction de n  à BG(M). Soit z1 e tt“ 1 (x) et z0ep~i (x) .  Allors 
il existe g  e GL (n ■ R) tel que z1= z 0g. On définit un m orphism e A: S’ (M) a  
~^ ^  (^) Par: A  (s\) =  g  1A 0 T 0) . Puisque A0 ( z f  c G v (n) et Gp (ri) est 
une orbite de G L (n ,R ) ,  il suit que g - 1 A 0 (z0) e Gp (n)\ donc A  a les valeurs 
dans Gp(n). Si zx =  z0-g avec z0 e p~x (x) et ^ e G ,  alors z0 = z 0gg~1 et donc:

A (o ) = g ~ 1A 0(z0) =  g~x A 0 (^0 gg^1) =  A 0 (^o) r=r g  1A 0 Çzq).

Donc A  est bien défini. Il suit que les conditions du Lem m e sont satisfaites; 
donc eF(M) peut être réduit à G], Il resuite que nous avons obtenu une section 
A : M - > f  (M )/G i, mais S’(M )/Gi est le fibré Grassm ann des p - plans tangentes 
à M, donc nous avons défini une distribution A sur M. Soit BGl (M) le fibré 
des repères définit p a r A: alors on déduit im m édiatem ent que BH (M) =  
=  Bg (M ) n  BGl (M).

Observation. L a d istribution A définie ci-dessus est une distribution 
structurelle absolue généralisée pour la H -struc tu re  BH (M) [8],

3. Exemple. Soit M une variété paracom pacte. Soient A1 et A2 deux 
distributions sur M, avec dimensions p  et resp. q, telles que Ax C A2. Soit 
B g, (M) (resp. BGs (M)) le fibré des repères définit par Ax (resp. A2), où:

G i =  { Il a) ll/ll a) Il e GL (n , R) , a'i =  o }

i , j  ,■ ■ ■ =  I , 2 ,• • - , n ; a , b ,■ ■ ■ =  1 , 2 ,• • - ,p  ; i ’ , f  , ■ ■ ■ =  p  - f  1 ,. . . ( n>

G2 = {\\ a}\\l\\ a} \\e GL (n, R) , a ï  = 0} 
i J  ,■■■ = 1  , 2 • - , n ; a ,b  ,■ ■ ■ =  1 , 2 ,• • - ,q  ; i' J '  ,■ ■ ■ =  q +  1 ,• • - , n.

T enan t com pte que M est paracom pacte, on peut considérer sur M la
structure R iem annienne O (M) avec le groupe structural O (n) (le groupe 
orthogonal). Soit:

Ax : $■ (M) -> Gp (n) ,

Aa : S’ (M) -> Gÿ (n)
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les m orphism es définis par et A2 . On peut vérifier im m édiatem ent que la 
variété Gp (n) (resp. G9 (n)) est isomorphe avec 0 (n)/Gi (resp. OÇn)/G2) où 
Gi =  0 (?&)nG1 (resp. G2 =  0  ( ^ ) n G 2). Il suit que, pour O (M) , Gx et la 
restriction de A x à O (M) (resp. O (M) , Ç2 et la restriction de A 2 à O (M)) les 
conditions du Lem m e sont vérifiées et donc on peut considérer les espaces 
fibrées réduits (M) et (M).

On m ontre que la restriction du m orphism e A ± à B^ (M) a les valeurs 
dans une orbite de C2 . Ici on considère la loi d ’operation de G2 sur 
GP(n). Soit tzx (resp. 7t2)  la projection BGl(M) ->M  (resp. B g 2( M )  ->M ). 
Evidem m ent on a tt“ 1 (x )r \ tc“ 1 (x) =}= ® pour chaque x e M .  Soit u0 e G p(n) 
tel que A x 1 (u0) == BGl(M). Soit z .2 e et z1 e tc~ 1 (at) O Alors
A l (z1) =  u0 et ^2 =  *ig2 avec ^ 2 e G2 . Il résulte que:

A i (*2) =  g f 1 A i Oi) =  g f 1 ^0 G g 2 ^0 •

A yant en vue que G2 est compact, on peut conclure que Forbite G2 u0 est 
aussi compacte, donc elle est une sous-variété de GP (n). Ainsi les conditions 
du Lem m e sont satisfaites, donc Bq2 (M) est réductible à G± n  G2 =  H; 
l ’espace fibré réduit sera noté par BH (M).

Observation. BH (M) est une H -struc tu re  sur M, pour lequelle Ax et A2 
sont des distributions structurelles absolues généralisées.

U n peut plus généralem ent dire que, si Ax et A2 sont des distribution sur 
une variété paràcom pacte M, telles q u ’il existe, pour chaque ^ e M ,  un repère 
orthonorm é distingué pour BGl (M) et BGi (M), alors il y a une H -struc tu re  
Bh (M) sur M pour laquelle A1 et A2 sont des distributions structurelles 
généralisées. Le groupe H est précisém ent le groupe O ^ n G i O G g .

La dém onstration est analogue à la précédente.
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