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Analisi matematica. — Studi concernenti certe estensioni delle
equaziont integrali ed integro—differenziali di Volterra . Nota 11 di
Leonipa Evucenio KrivosHEIN®, DEMETRIO MANGERON @ MEHMET
Namik OGuzTOrReLT® e FrANCEsCO SaviErio Rosst @) presentata
dal Socio M. Picone.

SUMMARY. — In the framework of the Authors’ research papers devoted to studies of
mathematical systems with mixed structures, various extensions of nonlinear integral and
integro—differential equations of Volterra and Picone’s types play a very important role. The
Authors, continuing their previous paper published in the same « Rendiconti Lincei» and
concerned with the existence, the unicity and the stability of a new extension of Volterra
nonlinear integro—differential equations, deal in what follows with a class of very interesting
new extensions of integral and integro-differential Volterra nonlinear equations and prove
the existence, the unicity and construct and evaluate different approximate solutions.

1. In cid che segue gli Autori espongono, avendo per luminosa guida
I'indelebile opera di Volterra e del loro amatissimo Maestro M. Picone, pur
tenendo conto di una larga serie di lavori propri concernenti i sistemi mate-
matici con struttura composita, come pure di contributi odierni nel dominio
degli studi sulle equazioni-integro—differenziali ove brilla tutt’ora la Scuola
Kirghisa, i risultati concernenti l’esistenza, l'unicita, la costruzione delle
soluzioni approssimate e la valutazione degli errori commessi di una vasta
classe di equazioni integrali ed integro—differenziali non lineari che costi-
tuiscono una sensibile estensione delle equazioni corrispondenti di Volterra.

Le citazioni bibliografiche alla fine della presente Nota completano ma
non ripetono le indicazioni date nella Bibliografia che segue dopo la nostra
previa Nota dedicata al medesimo argomento [I].

2. Si consideri 'equazione integrale non lineare

Px,u)

(1) u(x)=f[x,u(x),fM(x,z‘,u(t))dt,

che costituisce un’interessante ed assai vasta estensione delle equazioni
integrali di Volterra, ove f(x,v,w),0(x,v) ed M (x,¢,v) sono funzioni
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note e continue nel dominio
D={a<x,t<b,0<|v|<r,o0<|w|<n}

e soddisfano in questo dominio le condizioni di Lipschitz rispetto alle varia-
bili z e w, rispettivamente con coefficienti Ly (x) (/=1,2), L,(x) e Ly(x, 2).
Trascrivendo I'equazione (1) sotto la forma

(2) % = Bu,

ci proponiamo di escogitare le condizoni dell’esistenza nel dominio ® del
punto fisso spettante all’operatore B.
Siano #, (x) e uy (x) due funzioni continue appartenenti al dominio ®
e si ponga
[l = max|-].

D
L’operatore B trasforma il dominio ® in una sua parte e si ha
(3) [ Bug — By || <
Pl ,25)

s@mwﬂmﬂUmwwm

+ Lo (%) IIM<x,f,%1)IIM-I] uy—w || =

= Bllug — i
E pertanto se ne deduce il seguente
TEOREMA 1. Nelle ipotesi di cui sopra, la condizione B <1 assicura
la compattezza delle rappresentazioni realizzate dalloperatore B e per conse-
guenza la validita del principio di Banach di punto fisso per esso operatore e
pertanto I'equazione integrale nonlineare (1) possiede nel dominio © una solu-

zione unica che puo essere costruita tramite I'applicazione del metodo di appros-
Stmazioni successive mediante le formole di ricorrenza

@ 0, (%) = Buy_y.
Si ha infatti
lim 2, (x) = u (%)
(5) e ;
ll2e — 22,1l < 8" e — 2 || < 8" [}y — By || : (1 — B).

L’ultima espressione che figura nella (5) permette il controllo del processo
di approssimazione della funzione #(x) — soluzione esatta del problema con-
siderato — tramite la successione delle funzioni 2, (%), 2y (%) ,- -

Osservazione. E ben chiaro che le condizioni di convergenza della succes-
sione {#,(x)} verso la soluzione esatta z (x) del problema (1) sono molto
pitt deboli nel caso in cui I'equazione (1) ha la forma

Pl ,2)

© w@) =/ @)+ [ M
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oppure

()

@) u(x)=f(x)—l—JM(x,z‘)u(z‘)df.

a

3. Si consideri adesso 'equazione integro—differenziale non lineare che
costituisce una sensibile estensione delle equazioni di Volterra sin’ora con-
siderate, che si riscontra in forme adeguate nella teoria dell’automazione
ed & caratterizzata dal fatto di essere implicita rispetto alla derivata della
funzione incognita:

o(x,5")
® Y@=l @. @[S0,y e
ed aggiungiamo la condizione iniziale
(9) ¥ (@) =2y,

ove f(x,u,v,w),o(x,u) ed M(x,#,u,v) sono funzioni note e continue
nel dominio

M=(@<x,2<b,0< |ul<r,0<|v|<r,0<|w| <7}, 7~ =const.,
(ZZ 1:2»3>

e soddisfano le condizioni di Lipschitz rispetto agli argomenti %, v e w, tali
condizioni avendo per i coefficienti Ly (x) ? =T, 3), L, (x),L; x>, (@E=1,2)
rispettivamente.

Per la risoluzione del problema (8), (9) conviene utilizzare la teoria
concernente 'equazione (1). Introduciamo all'uopo la sostituzione

(10) ¥ (%) =z ().

In tall modo il problema dell'integrazione del sistema integro—differenziale
non lineare (8), (9) si riduce al problema concernente la seguente equazione
integrale :

@(%,2)

(11) z(x):f{x,yo—l—fz('r)d‘r,z(x), J«E(x,z‘,yo—f—fz('t)dr,z(i)>dt}.

Per conseguenza, se l'equazione (11) permette la determinazione della sua
soluzione z (x), la soluzione corrispondente al problema (8), (9) sara data dalla
formola

(r2) Y@ =3, + 2.

Trascriviamo la (11) sotto la forma

(13) 2= Az,
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In virtts di cio che ¢ stato detto sin’ora, I'operatore A trasforma l'insieme
9D, in una sua parte. Proponiamoci di elucidare le condizioni di compattezza
delle rappresentazioni realizzate dall’operatore A.

Siano #; (x) e 2z, (x) €9;. Si ha successivamente

(14) | Az, — Azl < } Ly () +

f [2o (v) — 2 (v)] dx

plx,25) ¢

+ Ly @) |5 () — = ()] + L3f<x>Ue%(x it [ @ dn,n @) ar—

a
P(x521) ¢

_J&(x,t,yo—l—le('r) dT,Zl<z‘)>dl‘

a

<Ly () (¥ — @) + Loy (%) +

@(x,25)

Loy @) || [Mage (08 )+ Lagg o, ) 0

a

+

+ Ly (%)

Jw'l(x,z‘,yo-[—le (Ddr,z (0)“]”‘“32_31” =allzy—al.

E pertanto se ne deduce il seguente

TEOREMA 2. Nelle ipotesi di cui sopra, la condizione o <1 assicura
lunicita della soluzione e la sua esistenza nel dominio Dy per Iequazione (11)
e dunque anche per il problema (8), (9). Poické la soluzione =z (x) puo essere
approssimata con precisione fissata dinnanzi tramite il metodo delle appros-
simazioni successive mediante le formole

(15) Z,=AZ, 4,

$Z oltieme Successtvamente, per n —» oo,

(16) Iz (@) —Z, @I < 0 |2 (@) — Z, @) <
< @1|Zy (1) —AZ;||: 1 — &) = R, o,

an 5, (@) =0 + f Z, () dy = (x)

ed infine

(13) ly(@)—y, @] <R, |x—al, Vx€la,b].
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In una delle nostre prossime Note insisteremo tra 'altro su alcune appli-
cazioni nell’automazione di certi modelli matematici appartenenti a queste
nuove classi di equazioni generalizzate di Volterra, mentre i dettagli algorit-
mici ed i risultati dei calcoli eseguiti con le calcolatrici elettroniche saranno
esposti nel « Bollettino dell'Istituto Politecnico di Iasi».
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