
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Leonida Eugenio Krivoshein, Demetrio Mangeron,
Mehmet Namik Oguztoreli, Francesco Saverio
Rossi

Studi concernenti certe estensioni delle equazioni
integrali ed integro-differenziali di Volterra. Nota II

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 54 (1973), n.6, p. 860–864.
Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1973_8_54_6_860_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1973_8_54_6_860_0
http://www.bdim.eu/


86o Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Vol. LIV -  giugno 1973 [550]

Analisi m atem atica. —  S tu d i  concernen ti certe es ten s io n i delle 
e q u a z io n i in teg ra li ed  in te g ro -d iffe re n z ia li  d i  V o lterra  (* (**)L N o ta  I I  di 
Leonida E ugen io  K rivoshein  (1), D em etrio  M angeron®, Mehmet 
Namik O g u z tö re li  (3) e Francesco  Saverio  Rossi (4), p re s e n ta ta  ^  
d a l S ocio  M . PicoNE.

SUMMARY. — In  the fram ew ork of the A uthors’ research papers devoted to studies of 
m athem atical systems with m ixed structures, various extensions of nonlinear integral and 
integro-differential equations of V olterra and Picone’s types play a very im portant role. The 
A uthors, continuing their previous paper published in the same « Rendiconti Lincei » and 
concerned with the existence, the unicity and the stability  of a new extension of Volterra 
nonlinear integro-differential equations, deal in w hat follows with a class of very interesting 
new extensions of integral and integro-differential V olterra nonlinear equations and prove 
the existence, the unicity  and construct and evaluate different approxim ate solutions.

I. In  ciò che segue gli A utori espongono, avendo per lum inosa guida 
l ’indelebile opera di V olterra e del loro am atissimo M aestro M. Picone, pur 
tenendo conto di una larga serie di lavori propri concernenti i sistemi m ate­
matici con stru ttu ra  composita, come pure di contributi odierni nel dominio 
degli studi sulle equazioni-integro-differenziali ove brilla tu t t ’ora la Scuola 
Kirghisa, i risultati concernenti l ’esistenza, l ’unicità, la costruzione delle 
soluzioni approssim ate e la valutazione degli errori commessi di una vasta 
classe di equazioni integrali ed integro-differenziali non lineari che costi­
tuiscono una sensibile estensione delle equazioni corrispondenti di Volterra.

Le citazioni bibliografiche alla fine della presente N ota com pletano m a 
non ripetono le indicazioni date nella Bibliografia che segue dopo la nostra 
previa N ota dedicata al medesimo argomento [ i ].

2. Si consideri l ’equazione integrale non lineare
<p (x,u)

(I) u ( x )  =  f x  , u (x) , j  M (x  , t , u  (?)) dt

che costituisce u n ’ interessante ed assai vasta estensione delle equazioni 
integrali di Volterra, ove f  (x  , v , w)  , 9 (x  , v) ed M (x  , t , v) sono funzioni
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note e continue nel dominio

® =  {<2 <  3 , O <  \v \ \ w \ <  r 2 }

e soddisfano in questo dominio le condizioni di Lipschitz rispetto alle varia­
bili v e w , rispettivam ente con coefficienti L if(x) (i =  i , 2), L«p(#) e L m( x , t). 

Trascrivendo l’equazione (1) sotto la forma

(2) u  =  Bu,

ci proponiam o di escogitare le condizoni dell’esistenza nel dominio 3) del 
punto fisso spettante all’operatore B.

Siano ux (fi) e u2 f i )  due funzioni continue appartenenti al dominio 3) 
e si ponga

li' - Il =  m ax
3)

L ’operatore B trasform a il dominio 3) in una sua parte e si ha

(3) Il B^2 —  Bu± Il <
r cp (x ,u %)

r
< E i/ (x ) -J- L 2/  (fi) I L m (x  , f) dt +  Il «OH

=  ß II «2 — «i II •

E  pertanto  se ne deduce il seguente

TEOREMA i. Nelle ipotesi d i cui sopra, la condizione ß <  1 assicura 
la compattezza delle rappresentazioni realizzate dall' operatore B e per conse­
guenza la validità del principio d i Banach di punto fisso per esso operatore e 
pertanto Vequazione integrale nonlineare (1) possiede nel dominio 3) una solu­
zione unica che può essere costruita tramite Vapplicazione del metodo d i appros­
simazioni successive mediante le formole d i ricorrenza

(4) un f i )  =  Bun^ .

Si ha infatti
lim un f i)  =  u f i )

00
(5) e

Il « — «, Il <  ß”"1 Il « — «1 II <  ß”- 1 II ux — Buy II : (i — ß).
L ’ultim a espressione che figura nella (5) perm ette il controllo del processo 

di approssim azione della funzione u ( x )  — soluzione esatta del problem a con­
siderato -  tram ite la successione delle funzioni n t fir) , ih (x) , • • •.

Osservazione. È  ben chiaro che le condizioni di convergenza della succes­
sione {u„ (x)} verso la soluzione esatta u ( x )  del problem a (1) sono molto 
più deboli nel caso in cui l ’equazione (1) ha la forma

(6) u f i)  =  f  f i)  T  J  M ( x , t ) u  (/) dt

60. — RENDICONTI 1973, Voi. LIV, fase. 6.
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oppure

(7)

u(x)

u (x ) =  /  (x ) +  j  M (x  , t) u  (/) d t .
a

3. Si consideri adesso l ’equazione integro-differenziale non lineare che 
costituisce una sensibile estensione delle equazioni di V olterra sin’ora con­
siderate, che si riscontra in forme adeguate nella teoria dell’autom azione 
ed è caratterizzata dal fatto di essere im plicita rispetto alla derivata della 
funzione incognita:

(8) / w  = / x , y  (x) , ÿ ( x )  , J  <3C (x  , t , y  (t) , y '  (t)) d t

ed aggiungiam o la condizione iniziale

(9) y  (a) =  y 0

ove f  (x  y u  , v , w)  , <p (x  , ti) ed M (oc , /  , u  , v) sono funzioni note e continue 
nel dominio

— (a <  x  , £ <  b , o <  \ u\ <  r± , o <  \v\ < r 2 , o <  \w\  < r 3}, =  const.,

(z =  1 , 2 , 3 )

e soddisfano le condizioni di L ipschitz rispetto agli argomenti u, v e w,  tali 
condizioni avendo per i coefficienti L,y(#) (i =  1 , 3), (x) , L ^ ( x ,  t) (2 =  1, 2)
rispettivam ente.

Per la risoluzione del problem a (8), (9) conviene utilizzare la teoria 
concernente l’equazione (1). Introduciam o all’uopo la sostituzione

(io) y r(x) =  z( x ) .

In  ta l  modo il problem a dell’integrazione del sistema integro-differenziale 
non lineare (8), (9) si riduce al problem a concernente la seguente equazione 
integrale

X <p(x,z) t

> t . y 0 +  j z ( y ) d x , z (t)j dt  .
a

Per conseguenza, se l ’equazione ( n )  perm ette la determ inazione della sua 
soluzione z  (x), la soluzione corrispondente al problem a (8), (9) sarà data  dalla 
formola

(11) z ( x ) = f y Q + j z ( t )  dT , z ( x ) , f

(1 2) y ( x )  =  y o +  I z ( r ) d r .
a

Trascriviam o la (11) sotto la forma

(13) z  =  Az.
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In  virtù di ciò che è stato detto sin’ora, l ’operatore A  trasform a l’insieme 
<S)1 in una sua parte. Proponiam oci di elucidare le condizioni di com pattezza 
delle rappresentazioni realizzate dall’operatore A.

Siano z± (x) e z2 (x) € 3) i . Si ha successivamente

(14) ||A s2 — AsTill <

X

[z2 ( t )  —  z,  ( t ) ]  dT +

<p(x,z2) t

+  U f  O) I ̂ 2 M) — Z, (x) I +  L3/ (x) j  ^  (x  , t , y 0+  j z2 ( t )  d r  , z2 —

—  J  ^  (x  , t , y 0 +  J z1 ( t )  dT , z x (fi) j  d t <  Il L i /  (x) (x —  a) +  L 2/ (x ) +

+  W W

cp(x,z2)

j [L i ^  (x  a) +  (x , t)] dt +

+  K  (x)

t

^  [x , t , y 0 +  p i  ( t )  d r  , z1 fi)
a

IMI ̂ 2— ^1 II =  a IM — z1 il.

E  pertanto  se ne deduce il seguente

TEOREMA 2. Nelle ipotesi d i cui sopra, la condizione a <  1 assicura 
Vunicità della soluzione e la sua esistenza nel dominio (S)1 per l'equazione (11) 
e dunque anche per i l  problema (8), (9). Poiché la soluzione z  (x) può essere 
approssimata con precisione fissata  d innanzi tramite i l  metodo delle appros­
sim azioni successive mediante le form ole

( 15)  z k =  a z k_ 1 ;

s i ottiene successivamente, per n  -> 00,

(16) || * (x) —  Z„ (x) Il <  a - ’ Il * (x) — Zx (x) Il <

<  a-”~1 II Zi (M -A Z iH  : (1 — a) =  RK -> o,

07>

ed infine 

( 18)

y„ (x) =  y 0 +  J  Z „  (t) dy - * y  (x)

\ y  (x) —  y n (x) I <  R „  \x  —  a I V x  6 [a , b] .
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In  una delle nostre prossime Note insisteremo tra  l ’altro su alcune appli­
cazioni nell’autom azione di certi modelli m atem atici appartenenti a queste 
nuove classi di equazioni generalizzate di Volterra, m entre i dettagli algorit­
mici ed i risultati dei calcoli eseguiti con le calcolatrici elettroniche saranno 
esposti nel « Bollettino dell’Istituto Politecnico di Iasi ».
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