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Analisi matematica, — Sur /' dyuation non linéaire de Schridinger.
Nota di Marco BirorL: ®, presentata ® dal Socio L. AMERIO.

RIASSUNTO. — Si da un teorema di esistenza ed unicith per la soluzione di un problema
di Cauchy per una equazione di Schrédinger non lineare.

§ 1. INTRODUCTION ET ENONCEES

Dans les dérniéres temps ont été publié deux résultats sur le probléme
de Cauchy pour I'équation de Schrédinger non linéaire.

Le premier est dG a G. Pozzi et est donné dans la Memoire [3], dediée
pour la plupart au probleme de Cauchy pour I'équation de Schrédinger
linéaire. ‘

Le résultat assure I'existence et I'unicité de la solution du probléme de
Cauchy pour I'équation de Schrédinger avec de non-linéarité du type lip-
schitzien.

Un deuxiéme résultat est dt a C. Bardos et H. Brézis, [1], et assure
I'existence et l'unicité de la solution du probléme de Cauchy

(1,1) %Zti(z‘,x)——z'Au(z‘,x)—{ﬂu(z‘,x) P2u(t, x) =
=f({,%) p.p. sur [o,T]xQ
u(t,x) =0 p.p. sur [o,T]xT

u(0,x)=1uy(x)  p.p. sur Q.

ou QCR” est un ouvert borné de frontiére I' réguliere et o > 2.

Ce résultat est deduit d’un résultat abstrait, qui est démontré par des
méthodes de monotonie.

Le bt de ce travail est de considérer le probléme

iaa—z;(f,x)——Au(z‘,x) + w2, x) |°_2u(z‘,x) =

(1,2) ;
=f (¢, x) p-p. sur [o,T]xQ.
u(t,x)=o0 p.p- sur [o, T]xI'.
u (0, x) = uy (x) p.p- sur Q,
o QCR” est un ouvert borné de frontiere I' réguliére et p> 2, et de donner
un résultat d’existence et d’unicité.

(*) Istituto di Matematica dell’Universitd di Parma ed Istituto di Matematica del
Politecnico di Milano.
(**) Nella seduta del 12 maggio 1973.
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Nous observons que dans le cas (1,2) on n’arrive plus & utiliser les
méthodes de monotonie, par lesquelles on peut traiter (1,1).

Indiquons V =Hg(Q) , V' =H7(Q) , W= (Q) , W= (Q),
H = *(Q), par (,) la dualité entre V et V* et la dualité entre W et W*
par (,) le produit scalaire dans H, par | [ (|||, ]l |l.) la norme dans H(V,W)
et par ||| (|| [) la norme dans V* (WH.

Soit A:V V" défini par la rélation:

(Au ,v) = / ZI ajj (x)%(x) dx
a "

Vu,veV et B: W — W défini par la rélation

(Bu , v) =‘{!u(x) P22 (%) 0 (x) dx .

Q

Vu,veW.
Notre probleme peut alors étre écrit en forme faible comme
1)) O A +Bu@® =f(®  pp. sur [o,T] dans Vo W

20) faiblement continue sur [0, T] dans V et dans W.
U <O> = 2.
Nous démontrons le résultat suivant:

THEOREME 1. Soit f(£) = F, () + f, (2), oit L& (S, @) est absolutement con-
tinue dans N (W*) et uy € VAW, il y a alors une solution u(t) de (1,3) dans

220, T; V)N (0,T; W) avec S (1) €€ (0, T; V¥ 4 (0, T ; WP.

Si en plus p < % +2, 57 n>2, ou p fini arbitraire si n= 2, alors
il y a une unique solution de (1,3) dans €° (o, T ; V)N (o, T;W).

Le résultat d’existence est démontré par la méthode de Faedo-Galerkin
et de compacité; le résultat d’unicité depende essentiellement du théoréme
d’injection de Sobolev.

En confrontant les résultats de [1] avec ceux du Théoréme 1 on peut
remarquer une certaine similitude entre le comportament des deux différents
types de non linéarité de I’équation de Schrédinger dans (1,1) et dans (1,2)
et les deux type de non linéarité (dans la dérivée de la fonction inconnue
et dans la fonction inconnue) de I'’équation des ondes ([2], pg. 15, pg. 398).

Je dois enfin remercier les Professeurs L. Amerio et E. Magenes d’avoir
attiré mon attention sur le probléme (1,2).

§ 2.  DEMONSTRATION DU THEOREME I

Soit {z,}, g=1,2,--+, 4, -+ la base orthonormale de H, composée
par les vecteurs propres de A et observons que {7,} est aussi une base de

Vet W.
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Indiquons par V, le sous-espace de H engendré par les vecteurs
V1,02, *, Up.
Considérons le systéme

(2,1,) 28+ Au() + Bu(@) 0> =

=(f(®,v) p-p- sur [0,T],VoeV,

% (0) = uy,
u(t) = qg‘l o, (2) v,
ol

(2,2) lim uy, = u, dans V et dans W.

& —> 00

Pour les théoremes classiques sur les systémes d’équation différentielles ordi-
naires on peut affirmer que (2,1;) a une solution locale #,(#) définie sur
[0, 2].

De (2,1;) on a

(2,3) -

o+ (am®, % 0>+
+ (B, 0> =), %>

p.p. sur [0, #].
En considérant la partie réelle de (2,3) on a

5w 1@ P+~ w0l =ReF @), % .
Indiquons f(£)=g,(5) +4g, () et () = vi4 () + w22 (£); on a
T la @4 G luol =60, 20> =60, 20>
Dont

@I+ 2 la@IE, = us I+

+ = el + (6, o2 () — (£, (0) , 214 (0) ) —

< S, 0 O DA+ (g ), aa(6)) —

¢

— (5@, s () — [ 2@, v (> dt.

0
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On a alors
(2,4) U@ P+ D2 <

< K (K, + zd[ Lo [ ae + 20f1! =30

0 )

Dont pour l'inégalité de Gronwall.
<2’5> : ” 3 (l) ” ’ “ Uy (t> ”w < Ci pP.-p- [0 ’ tk]

ou C est une constante qui ne depende pas de 4.

De (2,4) on a aussi que #,(#) peut étre prolongée & une solution de (2,1,)
sur [o,T] et que on a encore

(2,6) N2 ()N, Nl 224 (2) [ly < Co p.p. sur [o,T].
De (2,6) on peut supposer sans perdre de généralité que
(2,7) IHm™* 2, () = 2 (?)
k—> o0
dans £° (0, T; V) et dans £° (0, T ; W),
(2,8) Lim** Az, () = Au(?)
k—>00
dans £° (0, T ;V*),
(2,9) Hm™ Buy (2) = 7.(2)
k—>00
dans €*° (o, T ; W)

De (2,8) et (2,9) on a aussi

. day du
(2,10) klifi::* O =g0
dans QOO(O,T;V*) +8L%(,T; W*)
De (2,7) et (2,10) on peut supposer sans perdre de généralité

(2,11) lim 2, () =u(f) dans €% (o, T;H).
k—00
On peut donc supposer
(2,12) k{im u (¢, x) =u(t,x) p.p.- sur [o,T]xQ
donc
(2,13) im o (2, 2) P00, 20) = |u(t,0) P u, ).
k—>00 - i

De (2,9) et (2,13) on peut affirmer, [2], pg. 12, ‘que
(2,14) X (8 = Bu(®)

De (Q,S), (2,9), (Vé,l\o), (2,14) on a que # (¢) est solution du pfobl‘eme (1,3).
Passons maintenant 4 la partie concernante I'unicité.
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Observons d’abord que sous I’hypothése ¢ gﬁ +2, >2, on a
p— 1< ;%; on peut donc affirmer que sous notres hypothéses on a
Y Q)G Hy(Q) =

Soient %(£) = uy (#) + 2uy (2), v(?) = vy (£) + vy (¢) deux solutions de (1,3)
dans £ (0, T; V)N (0, T;W). On a

L u)—o P <—n (Bu@®) — Bo(®), u(t) — v (®))
dont
(2,15) S u—o| <|Bu(®) —Bo()]|.
On a

(216)  Bu(t)—Bo®) =Vald(t, ) + b2, 2) | “uy (¢, x) —

—he, D+ de,» P o, o+l o+ de, f
g () — (Vo (2, %) + (2, %) ) Con ().

On a
(V@D T DY m, x)— (V56D F 4G, 2 F eu¢, )|
< Sup{(e—2) Vel (2, )+ sl (2, ) S iz, ) +

Wik, n+de, S e—2 e, n+ae o fde, »+

+ i@, n ke, P im0 —o, 0|+

+sup e —2 (e, 0+ 8w, " lue,»lue,21;

e—2) e, 2+, o 7 o, Ol o, D)1} 2, ) —o0 ¢, 2) |

et de fagon analogue

(Vi + k) w2 — (G D T 4G 5 ) vt 0| <

<Sup|(e—2) (e, x)+d(t, 2 w9 g, )| ;

VAR + D (@D lae, DI nE, ) —uE, 5]+

+Sup (e —2) [t )+ bz Pl ) -
+Vden+ude» 75— 0de, n+den 7 de,»+
-+ (Vv? (z‘,}x) + zzg(z‘,x) )9—2 %_[*uz(i,x)~4vz(t,x) | .
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En se rappellant que le supremum de deux fonctions de £%(Q) est dans £%( Q)
et que dans notres hypothéses on a 922 s H§(Q) =V, on peut affirmer
que

| Bu(t) —Bo(@®) | <Clu@) —uv@)],
dont

%[u(:}—v(t)l <Clu@—ov©®].

Pour le Jemme de Gronwall on a alors | % () —v(f)| = 0= u(t) = v (2).
Le Théoreme 1 est ainsi complétement démontré.
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