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Algebra. — Nuclei nella categoria dei gruppidi associata ad 
una categoria astratta (*\ Nota di G i u s e p p e  D i M a i o  e N i c o l a  

M e l o n e ,  presentata (**} dal Socio B. S e g r e .

Summary. — In the present paper, following a previous one by the same Authors [2 ], 
we state a sufficient condition for the existence of kernels for homomorphisms between 
inversive semigroups in an abstract category.

I. -  I n t r o d u z io n e

In  un precedente Lavoro (cfr. [2]) ci siamo occupati dell’introduzione 
della stru ttu ra  di gruppide sugli oggetti di una categoria astra tta  0  e della 
relativa nozione di omomorfismo, pervenendo alla costruzione della categoria 
dei gruppidi associata a 0. Scopo della presente Nota è dare una definizione 
di nucleo in una tale categoria. L ’interesse del problem a risiede nell’im pos
sibilità di utilizzare le consuete tecniche categoriche in quanto la categoria 
dei gruppidi associata a 0, in generale, è priva di oggetto nullo. La via più 
naturale per dare una tale definizione ci è parsa quella di generalizzare il 
caso algebrico m ediante la rappresentabilità di un opportuno funtore definito 
sulla categoria 0 . A bbiam o poi affrontato il problem a di in terpretare cate
goricam ente tale definizione, m ostrando che essa si riconduce alla nozione 
classica di nucleo di una coppia di morfismi. Esporrem o ora brevem ente i 
risultati ottenuti.

Nel n. 2, per completezza espositiva, richiam erem o alcune definizioni 
e proposizioni contenute in [2] che interverranno sistem aticam ente nel seguito.

Nel n. 3 formuleremo la definizione di nucleo di un omomorfismo tra  
gruppidi in una categoria astra tta  e daremo una condizione sufficiente per la 
sua esistenza.

Nel n. 4 interpreterem o categoricamente la definizione proposta, suppo
nendo dapprim a che la categoria 0  sia dotata di prodotti finiti, generalizzando 
poi i risultati ad una categoria qualsiasi.

2. -  L e  c a t e g o r i e  Gpd (0) e  GpdM (0)

Sia 0  una categoria astra tta  e Gpd (Ens) la categoria dei gruppidi in senso 
algebrico (cfr. [3]). U na terna (G , U  —-* G , <j), costituita da un oggetto G 
di 0, da un sotto-oggetto U  —■-» G di G e da un funtore or : 0  -> Gpd (Ens),

(*) Lavoro eseguito quali ricercatori del C.N.R. nelPambito del G.N.S.A.G.A.
(**) Nella seduta del 19 giugno 1973.
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si dice un gruppide in G se:
G 1) È  commutativo il  diagramma:

hc
e --------^— >Ens

Gpd (Ens)

G 2) I l  funtore  U  : G -> E ns, che associa ad ogni X di 0  l'insieme 
U (X) U x degli idempotenti di D (<7 (X)) ■= Hom  (X , G), è rappresentato 
dalla coppia (U  , U  — G); ovvero vale Vuguaglianza'.

(2-2) u  x = ä (x ,«).(äu(X)), vx e e.
Nel seguito, se (Ax x A 2 , p ± , pf) è un prodotto degli oggetti A 1 , A 2, per 

ogni coppia di morfismi X A ± e X — A 2, denoteremo con X XA2
1 unico morfismo che rende com m utativo il diagram ma:

A i  <— — A j X A 2-------->A2

X

Ciò premesso, in una categoria G dotata di prodotti finiti si ha:
I. -  Condizione necessaria e sufficiente affinché una terna (G , U  — G , <7) 

sia un gruppide in 0  è che esistano due morfismi G X G — G , G —-> G 
tali che\

SM  1) Siano commutativi i  diagrammi:

(2.3)

^  ^  _  m X i r
G x G x G----------

G x G

->G x G

4
->G

(24)

_ ^  ^  m X i n
G x G x G-------- ------

[Vx »a>

->G x G

-> G

(2.5)

^  À  _  m X i n
G x G X G------ -------

[a , I , a]

- >  G x  G

->G
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SM  2) I l  sotto—oggetto U  —■-> G sia soluzione universale rispetto alla 
commutatività del diagramma'.

(2.6)

G X G m >G

u X u u ;

U x U * A u

SM  3) Sia commutativo il  diagramma'.

(2-7)

m\
\

G X G
\

u X

U x U u X u

G x G  •
/

/[P 2 ,P l]
G x G

Tale proposizione consente di definire gruppide in una categoria 0, 
dotata di prodotti finiti, ogni quaterna (G , G X G —•-> G , U  —--> G , G — G) 
verificante gli assiomi SM  1), SM  2) ed SM  3).

Per il seguito, un gruppide di sostegno G sarà da noi denotato con il 
simbolo (G), sem pre che ciò non dia luogo ad equivoci.

u .
Se (G,-) =  (G,-, U x-—-> Gt- , <*,•)*■=1,2 sono due gruppidi in 0, diremo omo

morfismo tra  essi ogni trasform azione naturale /  : cq -> cr2 . In  una categoria 
0, do tata di prodotti finiti, un omomorfismo tra  due gruppidi (G,) =

1 m. u. a-
— (G*> G ,-xG t------* G,-, U j A  G,-, G, G,-),-=i,2 è, equivalentem ente, un
morfismo f  : Gx -> G2 che rende com m utativo il diagram m a:

^  ~ f ' x f  „  „Gì x  Gx------------------ > G2 X G 2

m x •

Gx-------------------------------->G2

Denoterem o con Gpd (0) e con GpdM (0) rispettivam ente le categorie dei 
gruppidi, nel senso della prim a e seconda definizione, associate a 0. Se 0  è 
do ta ta  di prodotti finiti, si riconosce subito che le categorie Gpd (0). e G pdM(0) 
sono equivalenti. Diremo, infine, sottogruppide di un gruppide (G), oggetto 
di Gpd (0) (rispettivam ente di G pdM (0)), ogni suo sotto-oggetto nella cate
goria Gpd (®) (rÌSP- in GPdM (®))-
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3. -  Definizione di nucleo di un omomorfismo tra gruppidi

u.
Siano (G,-) =  (Gt- , U , ~ -> G* , <Jì) ì=i ,2 due oggetti di Gdp (0) ed /  : cq -» <j2 

un omomorfismo tra  essi. Considerato il funtore:

(3.1) K e r / :  X e G -> K e r / (X )  e Ens ,

(ove K er / ( X )  =  { X GJX  -> Gx G2 e U2X } e con /  : G, -> G2 
abbiam o indicato il morfismo indotto, a norm a del Teorem a di Yoneda, dalla 
trasform azione n a tu ra le / ) ,  direm o che l’omomorfismo f :  (Gx) -> (G 2) am m ette 
nucleo se il funtore (3.1) è rappresentabile. Chiameremo nucleo di / o g n i  ra p 
presentante (K  , K —-> Gx) di K er / .

Proviam o che:

I. -  Sia  / : ( G 1) - > (G 2) un omomorfismo. I l  nucleo di j ’, se esiste, è un 
sottogruppide di (Gx).

Dimostrazione. Sia (K , K — Gx) un rappresentante di K er / .  Osser
viamo che K —-> G± è monomorfismo, in quanto, essendo h (X , k) : 
Horn (X , K) -> Ker / ( X )  C Horn (X , Gx) biettiva, è iniettiva per ogni 
X e 0  l’applicazione h (X , k ): Horn (X /K )  -> Horn (X , Gx).

Dalla definizione di rappresentante segue, in particolare, che esiste un 
unico morfismo t ^ —-* K  che rende com m utativo il diagram m a:

u-,ux---  — Ĝx
\

(3-2) \
r

\
K

Essendo, per ogni X di 0, h (X , k) una biezione tra  Horn (X , K) e K e r / (X ) ,  
l’insieme Horn (X , K) si può dotare in m aniera naturale di una stru ttu ra  
di gruppide. H a senso, pertanto, considerare il funtore:

(3.3) a ' : X e 0  - W  (X) == Horn (X , K) e Gpd (Ens).

Proviam o che la terna (K , U 1—-> K , c ') è un gruppide. Essendo ovvia 
la proprietà G 1), m ostriam o che è valida la G 2), cioè:

U lx  =  Ä ( X ,r ) ( Ä Ul(X )),

ove abbiam o denotato ancora con U lx  il sottoinsieme degli idem potenti di 
a '(X ) .  Per come è stato definito il gruppide a '(X )  si ha: X -> K  idem potente
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idem potente di ttj ( X ) ^  3X U j che rende com m uta-
t ivo il diagram m a:

x -> k ------- -—
\  \  t

\ \

Ux

Dalla (3.2) e dall’essere k monomorfismo segue inoltre che X -> K verifica 
la (3*4) se> e soltanto se, è com m utativo il diagram m a:

Si ha pertanto:

> K

r .
\

U x

U 1X =  { X K /X  -> K  idem potente} =

=  {X  -> K /3 ! X ->U x , X -> K =  X -* U x ~ ->  K} — h (X , r)  ( ^ ( X ) ) .

Il gruppide (K  , U 1-->  K , a ') è poi un sottogruppide di (Gx) in quanto 
1 applicazione h (X , h) : Horn (X , K) —> Horn (X , Gx) è un monomorfismo 
in Gpd (Ens) per ogni X di 0; la trasform azione naturale h (—  , k) : ar~+ 
è, dunque, un monomorfismo in Gpd (0). L ’asserto è, cosi, com pletam ente 
provato.

Per quanto concerne l’esistenza del nucleo di un omomorfismo di Gpd (0) 
vale la proposizione:

II. -  Condizione sufficiente affinché Gpd (0) ammetta nuclei è che 0 
possieda prodotti fibrati.

Dimostrazione. Sia fi  : (Gx) —> (G2) un omomorfismo. Considerato il pro
dotto fibrato:

Gx -------—----------->G2

(3-5) lP U2 >

GxXg2 U2--------------- :̂ U 2

proviam o che la coppia (GxX g2U 2 , GxX g2U2—-*Gi) è un rappresentante 
del funtore (3.1); deve esistere, cioè, un isomorfismo funtoriale tra  i funtori
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^ gix g u2 e K er / .  A ll’uopo osserviamo che, per ogni X e 0, r  applicazione: 
A (X , />): Horn (X , G± Xg2U2) -> H o m  ( X ,G x) si può interpretare, a norm a 
della (3.5), come applicazione tra  Horn (X , e K e r / ( X ) ;  cioè

(3.6) h (X , p) : Horn (X , G3 Xg2 U 2) -> K er / (X).

Essa è una biezione, si ha infatti:

G ì— - — >G2

X - ^ G j E  K er/ (X )4=>3X  U 2 /

X

U2

■>U2

com m uta

e di qui, per la definizione di prodotto fibrato, segue l’esistenza di un unico 
morfismo X ->G1Xg2U2 che rende commutativo il diagramma:

Gr

Gì Xg2 U 2 .

Q

L ’asserto è, dunque, provato.

\  ^
U 2

4. -  L’interpretazione categorica della definizione di nucleo

Osserviam o che, se (G , •) è un gruppide in Ens, una caratterizzazione 
degli idem potenti è:

(4-1) a e G idem potente <=>■# =  a-ar1.

Tale osservazione perm ette di definire, in Ens, il nucleo di un om om or
fismo m ediante la com m utatività di un opportuno diagram m a. Generalizzando 
tale situazione si ha:

I. -  Sia  0  una categoria dotata di prodotti fin iti  ed f  : (G ^ -> (G2) un 
morfismo di GpdM(0). Denotato con G^— G2 il  seguente morfismo d i 0:

(4.2)

GiXGi------- \L iN l----->g2 x g2

A
o ,

G ì ----------------- —--------->• G2
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ogni rappresentante del funtore  (3.1) è un nucleo in & della coppia di morfismi 
0/

2 ; e viceversa.G ì — G2 , Gx — G:

Dimostrazione. => Sia (K  , K —-^G j) un rappresentante del funtore (3.1). 
Bisogna verificare che:

(4-3)

(4-4)

G l— ~>G2
V Z - U  G J  /j ìo, L  3! Z - ^ -  K/

-^-Gi
P

^  K
com m uta com m uta

L a (4.3) equivale alla com m utatività, per ogni X di del diagram m a: 

H o m ( X ,G 1) ----------  * (X ,/)  -»H orn  (X , G2)
 ̂ A

(4-5) h{X,p)

Horn (X , K) h(X,p)

h{X,of ) . 

■»Horn (X , G J

Per ogni X K si ha:

h (X , / )  (h (X  , p)  (X K)) =  X - % K - ^ » G 1 - U  G2 e U 2X, essendo 
( K , p )  un rappresentante di K e r / .  D ’altra parte, per le (4.2) e (4.1), sussiste 
la relazione:

h (X , 0 / ) {h (X , p)  (X - iU  K)) =  X —-»■ K Gì X  G2 =

=  X — K —^  Gì Gx X Gì -DùlìIA^ g 2 X G2 G2 =

=  X - ^ U G 2^ U G 2x G2 - 2- G 2 =  X - Ì ^ ì^ 1 ^ g 2x G2^ G 2 =

=  UP*) * (Jp x T 1 = f p x  =  h (X , / )  (h (X , p)  (X K));

la (4.3) è pertanto  dim ostrata.
Se Z - ^ G !  verifica le ipotesi della (4.4), per ogni X di 0, è com m uta

tivo il diagram m a:

Horn (X , Gx)----------- />(X, /)------ » Horn (X , G2)

(4.6) h{X, l ) h{X,of ) .

h(X , 1)Horn (X  , Z) » H o m  (X ,Gj )
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D alla (4.6) segue:

(4.7) h (X , / )  (h (X  , /) (Horn (X , Z))) C U 2X ,

in quanto, per ogni X —-s-Z, si ha: f l z  =  X --*■ Z —L- G, — G2 =

=  x ---> Z - l-~> G, N  G2 =  X G l g 2 g 2 =  ( / /* )  * { f l z ) - 1 .
L a (4.7) m ostra che:

(4.8) h (X , /) (Horn (X , Z)) C K er/ (X) ,

inoltre, per la definizione di rappresentante si ha:

(4.9) V X - > Z , 3 ! X ^ K / X - » Z  -A - Gx =  X K  — Gx .

In base alla (4.9), per X =  Z ed X  ^ Z  =  Z —^ Z ,  esiste ed è unico il 
morfismo Z -> K che rende com m utativo il diagram m a:

Z — — -------

la (4.4) è così provata.

«=* Sia (K  , K —-»-Gì) =  K er ( / ,O y ) .  Per ogni X di l’applicazione

Horn (X , K) -> Horn (X , Gx)

può pensarsi come applicazione tra  Horn (X , K) e K er / ( X ) .
Si ha infatti per ogni X *-> G± :

f p x =  X ^ U K ^ G ^ g ,  =  X K —^  Gx G2 =

=  X Gj. G2 X G2 -=l * G2 =

=  X g 2 X G2 G2 =  ( fpx)  * ( jp x )~ \

ovvero, per la (4.1), 

e quindi

X — K — Gx G2 e U 2 x

X A K A G 1 e K e r / ( X ) .  

Proviam o che, per ogni X di ©, l ’applicazione

k { X  , p) : Horn (X , K) -> K e r / (X )

59. — RENDICONTI 1973, Voi. LIV, fase. 6.
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è biettiva. Se infatti X — > G1 E Ker /"(X ), per la (4 -0  è com m utativo il 
diagram m a:

Gx —------- >G2

X

X X
> G i

di qui, per la definizione di nucleo, segue l ’esistenza di un unico morfismo 
X -> K tale che: X -> K —■-» Gx =  X —  ̂Gx. (K  , K — Gj) è pertanto un 
rappresentante del funtore (3.1); la condizione sufficiente è così dim ostrata.

Proviam o che:

IP  ~ Condizione necessaria e sufficiente affinché un omomorfismo 
/ : (G i)--> (G a) di G pdM(0) fattorizzi attraverso U 2 G2 è che K e r/  
ammetta come rappresentante la coppia (Gx , Gjl—->Gi).

Dimostrazione. i=> Nelle ipotesi poste, /  è un idem potente del gruppide 
H orn (Gx , G2), dalla (4.1) segue pertanto:

° f =  m2 ( f X a 2f )  A =  m2 [ /,  a2f ]  =  f * 2f - *  =  / .
Essendo

K er ( f , of) — K er ( / , / )  =  (Gx , Gx — Gx) ,

l’asserto segue direttam ente dalla Proposizione I, n. 4.

-<=1. D all’ipotesi e dalla Proposizione I, n . 4 si ha che:

(Gì  , Gì —-»■ Gx) — K er ( / ,  o^),

ovvero /  =  of  . Nel g ruppide H om  ( G ì , G2) sussiste allora la relazione:

f = 0 / = m 2 ( / X a 2/ )  A =  m 2 [ / ,  a2f }  = / * 2 f ~ \

cioè, a norm a della (3.1), /  è un idem potente di H om  (Gx , G2) e pertanto 
fattorizza attraverso U2—. G2 .

L a proposizione è così provata.

Osserviamo infine che, se 0  è priva di prodotti finiti ed / :  (G ^ (G2)
è un omomorfismo di Gpd (0), denotato ancora con /  : G± G2 il morfismo 
in 0  indotto dalla trasform azione naturale / ,  si prova subito che:

II I .  — La legge Oy che) ad ogni X di 0, associa Papplicazione 

° / ( X ) : x e  Horn (X , Gx) -> (Jx) • ( fx)  1 € Horn (X , G2),

è una1 trasformazione naturale tra i fun tori hG± ed hĜ .
H a senso, allora, considerare il morfismo Oy : Gx -> G 2 di 0  indotto dalla 

trasform azione naturale Oy.
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Sussiste la proposizione:

IV. — La coppia (K  , K — G1) è un rappresentante del funtore  K er f  
se, e soltanto se, è un nucleo della coppia ( A 0/ )  7« 6.

Dimostrazione. Osservato che, per ogni Xe®,  l ’applicazione h ( X ,  Of ) =  
che interviene attualm ente, coincide con l ’applicazione h (X , oj )  

del diagram m a (4.5), la dim ostrazione è sostanzialm ente la stessa di quella 
fornita per stabilire la Proposizione I del n. 4.
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