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Geometria differenziale. — Connessioni e curvature nel fibrato 
ISO (E , F )  (*>. Nota II di A l b e r t o  D e l  F r a  e G iu l ia n o  R o m a n i , 

presentata (*#) dal Corrisp. E . M a r t i n e l l i .

Summary. — N. Teleman’s generalized connections in the fiber bundle ISO (E , F) 
are studied. Some relations between these connections and infinitesimal connections in the 
principal bundles associated with the vector bundles E , F, are obtained. Geometric inter
pretation of the curvature of a generalized connection is given.

5. Studio geometrico delle connessioni generalizzate

5.1. Il presente paragrafo è dedicato alla interpretazione geometrica 
delle connessioni generalizzate , V, , V.

Poiché Vd equivale ad una connessione infinitesimale in E,/ =  ISO ( ln , E) <5) 
il suo significato geometrico è ben conosciuto. EdfX può invero identificarsi 
con l’insieme delle basi di Ex pensando coincidente ax e ISO'(K*, E*) con 
a x  ~  (c)> base di E* (e base canonica di K”). Com’è noto la connessione
infinitesimale Vd induce un trasporto per parallelismo nel fibrato principale, 
cioè nel fibrato delle basi delle fibre di E.

Per una carta (U , 9), porremo come in 2.2.1

v * x ( * ,* )  =  (X (* ), r ( X ( * ) ,* ) * ) .

Avendo fissato la carta, resta determinato un isomorfismo E^ ^  Kn che pen
seremo come identificazione. Alla base canonica e di K n corrisponde allora 
una base di E^ che diremo « e pensata in Ex ». Si ha allora che:

T (X (x) , x) fornisce la « parte principale » della variazione che la base e 
pensata in E* subisce quando viene trasportata per parallelismo secondo la 
connessione Vj  nella « direzione » X(V).

5.2. Anche ESfX =  ISO (E* , l n) può identificarsi con l’insieme delle 
basi di Ex associando a e ISO (E* , K") quella base hx di Ex per cui 
risulta ß* (bx) =  e.

Si ha così che Ed e E,, si corrispondono canonicamente secondo il diffeo- 
morfismo

: E ^ ->  E,

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 
le Strutture Algebriche e Geometriche e loro Applicazioni. (La ricerca è stata svolta in 
collaborazione dai due Autori; G. Romani ha trattato particolarmente gli argomenti dei 
§§ 2, 3, 5 e A. Del Fra quelli dei §§ 4, 6).

(**) Nella seduta del 14 aprile 1973.
(5) Usiamo qui E, anziché F come al n. 1.2.
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che ad olx1 rappresentativo della base ax =  olx (e), associa ß  ̂ =  O (a*) =  olx 1, 
rappresentativo della stessa base bx =  ax .

Localmente posto GL (n , K) risulta

® (pc , a) — (x , ^ r1) .

Conseguentemente per il differenziale : T (E^) -> T (Es) di <D, si ha per 
un vettore (X , A) tangente in un punto della sezione unitaria <7 di Kd :

5-2.1 (X , A) =  (X ,— A)

e per uno (X , Ag) tangente in (x fg):

5.2.2 Of ( X ,A ^ ) = ( X  - f ' A ) .

Tali formule mostrano come <D̂ trasformi un campo invariante a destra di Rd 
in uno invariante a sinistra di , determinando così una corrispondenza

T : ^ (  E , ) - » '* ,  (E,) .

Si può facilmente verificare che

5.2.3. Proposizione. -  T  : 3̂ ( 1̂ ) -> 3E, (Ë,) * g (M )-isomorfismo di 
algebre di L ie .

5.3. La corrispondenza Y  : l d (Ed) %s (E,) permette di passare da 
una connessione : T  (T) -> %d (Ed) alla connessione V* : r  (T) -> %s (E,) 
definita dal seguente diagramma commutativo:

%dfòd)
\

cioè Vj = - T  V^. La form ula 5-3-I esprime il  legame cercato tra le connessioni 
Vd e Vj. Essendo Y  biunivoco, esso garantisce inoltre che ogni V, proviene 
da una =  Y “1 Vf .

5.4. Per meglio comprendere il legame tra le due connessioni limitiamo 
le nostre considerazioni ad una carta (U , <p) di M. Sia X un campo tangente 
ad M. Tenendo conto della 2.2.1 e della 5.2.2 si ha:

5.4.1 ( x , g )  =  (X (x) — g- 1 r (X (*) , x)) (x ,g) e U x G L  (n , K) .

Essendo anche qui (come al n. 5.2) fissato l’isomorfìsmo E r ^  K”, la base 
corrispondente alla base canonica e di K“ la diremo ancora « e pensata in Ex ».

M  E.) 
/

/ v .
T (T V
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Dalla 5.4.1 si trae che, fissata una connessione .V* in E,, e posto, come in 
2.3.ï, V, X (x ,g) =  (X (x) ,g  A (X (x) , x))\

5.4.2. P r o p o s iz io n e .  -  A ( X { x ) , x )  è Vopposto della parte principale 
della variazione che subisce la base canonica e, pensata in Ex, allorché viene 
trasportata per parallelismo secondo — 'F“1 nella « direzione » X (oc). 
(Data la linearità di A si può anche osservare che A (X (x) , x) eguaglia la 
parte principale della variazione subita da e quando viene trasportata per 
parallelismo secondo Vd nella direzione — X (x)).

5.5. Passiamo infine al caso di una connessione V =  V* #  Vj in 
ISO (E , F). Consideriamo di nuovo le restrizioni dei fibrati E , F , ISO (E , F) 
ad un aperto U Gii, dove si fanno le solite identificazioni. Ricordando la 3.2.2

VX ( x , g )  =  (X O) , r (X (x) , x ) g + g A ( X  (x) , x)) 

per la 4.1.5 e la 5.4.2 si può affermare:

5.5.1. TEOREMA. — T (X (x) , x) +  A (X {x) , x) è la differenza tra la 
variazione infinitesimale subita dalla base canonica e di K.n {pensata in Fx), 
trasportata per parallelismo secondo Vd nella direzione X {x), e la variazione 
infinitesimale subita da e {pensata in Ex), allorché viene trasportata secondo 
T*“1 V, nella direzione X {x).

Per precisare ulteriormente il significato geometrico di V, consideriamo 
un arco di curva regolare in U y : [— 1 , 1] ->M passante per x  =  y (o) e 
sia X;(y {t)) , t e [— 1 , 1], il campo di vettori tangenti su y : X (y (/)) — y (/). 
Il campo X definito su y si può estendere su U e continueremo a denotarlo 
ancora con X.

Generalizzando la terminologia usata nel caso delle connessioni infini
tesimali, diremo che un cammino y : [— 1 , 1] -> U  XGL (n , K) è un solle
vamento di y se il  vettore tangente ÿ (fi) =  VX (y (/)).

Denotati con ÿ5 (/) , ÿf (f) , f f  (f) i sollevamenti di y passanti per (x yg) 
relativi rispettivamente alle connessioni , V, , V =  V* #  si ha:

5.5.2. P r o p o s iz io n e .  -  I  sollevamenti ffdì f f  sono del tipo

9  ŸJ (?) =  (y (f) . « (?)g) con à ( t ) =  T (ÿ (t) , y (/)) a if) , a (o) =  e.

ii) f f  (t) =  (r (t) ,gb (9 ) con b (0 =  b (9 A (Ÿ (9 , y (9 ) , b (o) =

e di conseguenza:

iii) Y  (9 =  (y (9  , a (f)gb (9 ) .

Invero il problema si riduce ad un esame di sistemi differenziali ordinari 
lineari del I ordine. Il teorema di esistenza e unicità delle soluzioni di tali 
sistemi assicura la possibilità di costruire le funzioni a , b : [— 1 , 1] -> 

GL (n , K). Un calcolo diretto mostra poi che ffd , y f , f f  definiti in i), ii), 
iii) sono le soluzioni dei relativi sistemi differenziali per ogni condizione 
iniziale g  e GL (n , K).
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Com’è noto la matrice a ( i ) g  rappresenta la base a (t) g  =  ea (t) g  di 
FT(() ottenuta trasportando per parallelismo secondo V d la base g  =  eg di 
Fy(0). Inoltre dalla iz) segue

5 . 5.3  =

Si può quindi dire che la base rappresentata da gb (t)} cioè b ^ it^ g "1 — 
— eb"1 (f) g " 1 è la trasportata per parallelismo secondo T -1 V* di g~x — eg" 1 
pensata come base di EY(0) •

Per quanto riguarda l’interpretazione geometrica della iti), si consideri 
l’isomorfìsmo : EY(̂  -> FY(̂  definito da

5.5.4 r f w ie )  =  e a ( t ) g ò ( i )

chiameremo vjŶ ) « il trasportato per parallelismo » dell’isomorfismo v)Y(0) : 
Ey(0) -* Fy(0) definito da y)y(0) (e) =  eg — g .

Si può allora concludere:

5.5.5 Teorema. -  U isom orfism o  y)Y(/) : EY(/) -> FY(/), trasportato p e r  
parallelism o d i  t)y(o), £ quello che trasform a la base ò“1 (/) d i  EY(̂  (trasportata  
secondo Y -1 Vs d i  e) nella base d i  (trasportata secondo Vd d i
8 =  ^ ( 0) (e))-

6. C u r v a t u r e  g e n e r a l i z z a t e  e  l o r o  s i g n i f i c a t o  g e o m e t r ic o

6.1. Seguendo le definizioni date in [4] la curvatura Qv associata ad 
una connessione generalizzata V e

Ov ( X i , X2) =  [V X i, vx2] — V [X i , X2] X i , X2 e r  (T) .

È noto ([1]) che una connessione infinitesimale V  ̂ in E^ induce una connes
sione lineare in E. Si può verificare che la curvatura della connessione lineare 
coincide con la curvatura

Studieremo le curvature Ov̂ , , Dv associate risp. alle connessioni
Vd > V*, V e i loro legami.

Sia Vd : r  (T) -> dcd (EJ) una connessione infinitesimale in Kd e.. V ,=  
=  W Vd: F  (T) 36* (E,) quella associata in Rs. Ricordando che T* è un
isomorfismo di algebre di Lie (cfr. 5.2.3) si ha la seguente

6.1.1. P r o p o s iz io n e .  -  Q ^ ( X i , X2) =  Y O v̂ (X i, X2) , X i , X2e r ( T ) .

Inoltre tenendo presente che n t- : X,- (E,-) F  (T) (i =  d  , s) è un morfismo 
di algebre di Lie di cui V- è inverso destro (cfr. nn. 2.1, 2.3), si ha:

6.1.2 P r o p o s iz io n e .  -  £2V. ( X i , X2) e Ker izd {i =  d , s).
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Consideriamo adesso la curvatura Qv associata ad una connessione V 
in ISO (E , F). Posto V =  V, #  risulta:

,6.1.3- Proposizione. -  Qv.(X i, Xa) =  x (Qv,(X x. x a) ©M Dw (x i » x 2))-
La dimostrazione discende dal calcolo locale di Qv . Infatti usando i 

simboli dei nn. 2.2, 2.3, 3.2 e tenendo conto della 6.1.2, si ha

(X1 - x ») =  [(X i, rx i)  , (Xa , r x a)] — C[Xi, Xa] , r  [X i, Xa]) =

=  (o, Xi r x 2 — x2 r x i  + [r x x , r x 2] — r  [Xx, x 2])

(X i, Xa) =  [(X i, AXi), (X2 , AX2)] — ([X i, X2] — A [X i, X2]) =
=  (o , Xi AX2 — X2 AXj. +  [AXi, AX2] — A [Xi , X2])

Ov (X i, Xa) =  [(X i, rXj +  AXi) , (X2, TX2 +  AXa)] —
— C[Xi, Xa] , r  [X i, x 2] +  A [X i, X2]) =
= (o, Xi (rx2 + ax2) — x2 (rxi + axo +
+  [rx i +  a x i , r x 2 +  a x 2] — r  [X i, x 2] — a  [X i, x 2j ) .

Ricordando che la parentesi di Poisson di un campo invariante a destra e 
di uno invariante a sinistra è nulla, risulta:

[rx i +  a x i , r x 2 +  a x 2] =  [ r x i , a x i] +  [r x 2 , a x 2]
da cui

qv (Xx, Xa) = (o, Xx rx2 — x2 rxx + [rxi, rx2] — r [Xx, x2]) +
+  (o , Xx AX2 — X2 AXi +  [AXi, AX2] — A [Xx , Xa]) =

=  X (ùv, ( X i , x 2) ©m ^ ( X x,X 2)).

Per la si ha anche la formula

6.1.4 £ìv (X i, Xa) =  X (X i, Xa) ©M Qv,  (X i, Xa)) .

6.2. Sia x 0 € U e X i , X2 due vettori indipendenti di T*0M. Non è restrit
tivo supporre x 0 =  (o , o , • • •, o) , - Xi =  (1 , o o) , X2 =  (o , 1 , • • •, o)
nella c^rta fissata. Con X i , X2 indicheremo anche i campi costanti in U 
determinati dai due vettori.

Consideriamo il quadrato di vertici x 0 =  (o , o , • • •, o) , x x =  ( t  , o , • • •, o), 
x 2 =  (o > r  , - • •, o} , x s =  ( t  , t  ,-•••, o). Indicato con y,y (t) il segmento di 
estremi x { Xj , sia ÿfy (t) =  (y# (/) , a# (t)gbiy (/)), per ogni g  e GL (n , K) il 
suo sollevamento passante per (x{ ,g).

Partendo da (x0 , e) e componendo successivamente i sollevamenti lungo 
Ï 0 1 e Ï1 3  per la S. S. 2 Hi) otterremo ( j 13 o y01) ( t)= (x3 , a13 (t) a01 (t) 601(j) b13 ( t )), 
Componendo inoltre quelli lungo y02 e y23 otterremo ( ÿ 23 » Ÿ02) ( t )  =  
=  (x 3, a23 (r) a02 (t) Ò02 (t) 623 ( t )).
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Posto p (t) — a13 (t) a01 (t) b01 (t) 61S (t) —  a23 (t) <202 (t) ^02 (t) ^23 (t), dimo
streremo il seguente

6.2.1. Teorema. -  lim =  ü v ( X i , X2) (x0 , e).
T -> 0  T

Tale risultato è noto nel caso classico. Limitandoci alla curvatura pos
siamo quindi scrivere per la 5.5.2 z)

( X i , X2) (x0 , e) =  lim .
T->0 T

Per quanto riguarda la curvatura QVj, poiché risulta V, =  con V,/
espressa dalle equazioni 5.5.3, si ottiene per la 6.1.1 e la 5.2.1

° v ,( X i , Xa) (x0 , e) =  (T Ü - (X i, Xa) (x0, e)) =  ®#(Q - (X r> X2) (*0 , e))

=  — n -  (X j., X2) (x0 , e) =  — lim _
y d  T - » 0  T

=  lim —  ^ 01 ^  blz ~~ ^°2 ^23 W)"1 =  Km 0̂1 (T) 1̂3 M —- 0̂2 (t) b23 (t)
t2 lim

T—> 0 T2

Possiamo adesso dimostrare il Teorema. Si ha

l i m  P (T) =  p m  g 13 (T) *01 (T) ^01 W  £l8 W  —  *23 (T) ^02  (T) ^q2 (t) ^23 (t) =
T -> 0  T T—>-ö T 2

^oi(t) hz(f) — «23W *02(L) 0̂1 0 ) £13(5) +
— pm _______________ + *2b(t) *02 )̂ Ôi(t) #13(t)  Æ23fc) ^q2(t) ^02(t)

T—> 0

_ _  JJm  (* 1 3 (T) ^ 0 1 W  —  * 2 3 ^ )  * 0 2 (A ))  ^Oi ( t ) ^ I s ( t ) _ j_  f lfe sW  *Q2(A ) (£ o i( t ) ^ 13(t ) — ^ o2(t )^ 23(t ) )

t->0 t2 t->0 t2

=  X (n v, ( X i , x2) ©M £lVd ( X i , Xa)) (x0 , e) =  Qv (Xx , X2) (x0 , «) .
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