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Analisi matematica. — Quelgues remarques sur les semi—groupes
non—linearres non—contractifs. Nota diMimmo [ANNELLI ), presentata "
dal Corrisp. G. STAMPACCHIA.

RIASSUNTO. — Si considerano gli operatori R—derivabili introdotti in un precedente
lavoro e si dimostra la convergenza della formula esponenziale sotto un’ipotesi di stabilitd
della R-derivata. Si dimostra inoltre che se la R-derivata dell’operatore & in ogni punto
generatore di un semigruppo analitico, in un settore del piano complesso, il semigruppo
ottenuto come limite della formula esponenziale, & analitico nello stesso settore.

1. INTRODUCTION

On va reprendre ici les opérateurs R—dérivables déja considérés dans [3]
et on va démontrer la convergence de la formule exponentielle & un semi—
groupe non—contractif, sous I'hypothése de stabilité considerée dans [3]. En
fait telle condition de stabilité correspond essentiellement & la possibilité de
définir une norme equivalente dans l'espace ou l'on travaille, par rapport
a laquelle on est bien dans les conditions du théoréeme de Crandall et Lig-
get ([1]). En ce qui concerne la régularité du semigroupe qu’on obtient comme
limite de la formule exponentielle on retombe dans la problematique presentée
dans [1]: toutefois, si la R—derivée de l'operateur en question est dans chaque
point, générateur d’un semi-groupe analytique dans un secteur du plan
complexe, le semi-groupe engendré par l'operateur est analytique dans le
méme secteur (c.f. Komura [4]).

2. QUELQUES DEFINITIONS

On considére 'espace de Banach X (norme |-|), un ensemble convexe
fermé C dans X et l'opérateur A:DsCC — X.
On note p, (A) (ensemble résolvant de A par rapport & C) I’ensemble
des A € C tels que W:
\’ 1) (A—A) est injectif
(2.1) i) Ca(N) = (A—A) (Da) est fermé et Cax (A) D AC
( i) W—A)1: Ca(A) >C est continu

Ori peut définir I'application résolvante:

R, ,A)=Q—A)y1:Ca(x) >~C.

(%) Istituto per le Applicazioni del Calcolo (I.A.C.), Roma.

(**) Nella seduta del 14 aprile 1973.

(1) Cfr. DA PrATO [2]. On remarque que les deﬁnltlons suivantes et les resultats qu’on
va etablir dans la suite sont valables aussi pour des opérateurs multivoques.
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On a:

LEMME 2-1 (identité de la résolvante). Soiz A: DaCC — X , A, u€p, (A),
alors si x€Ca(X) on a

(2.2) x+PE—NR,O,A)xeCs(p)
(23) R, (0, A)x = R, (4, A) [x + (o —0) R.0h, A) 2]

Démonstration. 11 suffit de remarquer I'identité suivante:
(2.4) @—A)RO, A x =z @—NR0,A)x

d’oli (2.2) et (2.3).
Si on suppose maintenant que pour chaque A€ E Cp,(A) on a:

Ca(l) = Ca () ®
R\, A):Ca() = C est F-derivable ® dans chagque point x € Ca (D).

(2:5)

on peut considérer:
(2.6) FO)=R.(\,A)Pxr—Ax] € 9(X,X) @ Vx € Da

F () est une pseudo-résolvante comme on peut le démontrer en utilisant le

Lemme 2-1: il existe donc un opérateur linéaire (en general multivoque)
A'[x]: D, X VzeDa tel que:

(2.7) F()=R(@,A []).

DEFINITION 2-1. On dira que lopérateur A : Da CC — X est R-dérivable
dans Da, par rapport a lensemble E Co,(A), si (2.5) est verifice pour tout
M€ E. On appellera R-dérivée de A dans x € Da Popérateur A'[x]: D, — X
defini par (2.6). ) ’

On peut alors préciser la dépendance de R,(A, A) de la variable A.

LEMME 2-2. Soit A:DaCC— X, R-dérivable par rapport a ['ouvert
QCe, (A),f(N) une fonction analytique de la variable ), telle que f () € Ca (V).

Si la fonction h—R (h, A) f (N) est bornée dans chaque ouvert borné Q' C Q
elle est analytique dans Q.

(2) E denbte linterieur de Iensemble E. _
. S . .
(3) On dit que l'opérateur A: D, - X (D4 = D,) est F-derivable dans x eDy sl
‘existe opérateur linéaire borné A’ [x]: X — X tel que pour tout yeDy:
Ay =Ax + A" [2](y —2) + 9 (y —2)

ou:

Yy —x) | <|ly—x[d(ly—=x]) 5 b@)——o0
7—30
Cette definition est bien posée pour les points x de la frontitre de D, .
(4) £(X, X) est la classe des opérateurs linéaires bornés de X dans X, || A || étant
la norme de A ¢ 2(X, X).
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Démonstration. Soit A€ Q,h + Ah€ Q, on a (Lemme 2-1)
R, (A A%, A) fOA+80) =R, (0, A) [f(A+ AN) — AWR, (A + AL, A) £ (n 4 AW)]
R, + Ah, A) f(h + AN — R, (0, A) F () = |
= R.(0, A) [f)] (FO+ A —f() — AR, (+A, A) £(+ A)) +H(A%)
ce qui entraine d'abord que R,(A+ AN, A)f (A + AN ——= R0, A) f ()
et puis que:
lim 5 (RO + A%, A)f (A + A — R, (0, A)f ) =
=R, A) [FOWIF ) — R, A £ ).

On introduit maintenant les definitions suivantes:

DEFINITION 2-2. On dira que ['opératenr A : Da CC — X appartient
& la classe KI“(C) (M >0 ,w € R) si:
S P () (w,+ o0)
R.(0,A):Ca(X) > C est lipschitzienne;

|R£()\,A)|L(5)£W%T VA >w.

(2.8)

DEFINITION 2-3. On dira que lopérateur A :DsCC — X appartient &
M,w, 9

la classe H,"""(C) M >o,w€R, %€ [0, wn/2)) si:

S p.(A)D s ={A||larg(h—w) | <9 ,Re (V) >w}

(2.9) R.(x,A):Ca) ~C est lipschitzienne;
M
IR, A) [LSM——”” VA€ Xy,

3. STABILITE ET FORMULE EXPONENTIELLE

Soit A:DaCC — X un opérateur de la classe Ki"*(C), R-dérivable
par rapport a (w,+ oo). On considére la condition suivant (stabilité) sur la
R-dérivée

- pour tout £2EN®, {x,---2,} CDa, A€E€(w , 4 o0)
) ‘ /3 M
‘ ROGA %) < ——
| || ILRe, %) H = o
]
ou Hi denote le produit ordonné par i croissant.
i

(5) | A |, denote la norme de Lipschitz de opérateur A.
(6) N est 'ensemble des nombres entiers positifs.
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On a alors

THEOREME 3-1. Soit A:DaCC X wun opérateur de classe KI*(C),
R-dérivable par rapport & (w ,+ o), vérifiant la condition (S1). Il existe alors
un unigue semi-groupe {G(&)}i=o sur Da tel que:

G ) GOx=lm [R5, A) 7 Vi>o VreDs

U 1G(@) < Me** ‘ Vi>o.

Démonstration. On note d’abord que la condition (S;) est en fait equi-
valente a la suivante:

[ pour tout £€N

S 1

’ { "'xk}CDAJ{;\l"'xk}C<w’+Oo)

,]>1 J—'
Ha

7

En effet (Sy) entraine de maniére evident (S1): on va maintenant demon-
trer que (S1) entraine (Sy). Soit donc REN, {x1-- 2,3 CDa, {N- 2} C(w,+00),
on considére > A; (£ =1---4), on a:

ROy, A'[x]) = R, ATeD [T+ 0 — ) R, ATeDI™ i=1---4

RO, ATr]) = B, (0 —2)% R5* o, A ] =1k

et donc:

]

[%]) H =
-

2 2, ) ) R o, A ) R, A )| <

2

0
<M, >

p

i
Ly (e —n) w—2)* M
1 A+l
* T (o — ) (—w) ILoi—w)
1

On appelle alors X, I'espace X muni de la norme suivante:

|z, = Sup g!xl; lf[l.(ki——w)R()\,-,A'[xi])x 2 VreX
EE Ao |
la norme |[-|, est equivalent & la norme |-| puisque:
(3-2) ’ x| <|x], <M|x]|

grice a la condition (S{) De plus, Popérateur A appartient & la classe
K (C), en fait on a:

(3.3) [0—@) RO, A [x]yl, <|yl, VreCai®).

Dans I'espace X, on est donc dans les conditions du Théoréeme I de [1]
d’ot la thése.
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4. ANALYTICITE DU SEMI-GROUPE

On suppose maintenant que l'opérateur A : Dy CC — X appartient a
la classe HI""(C) et est R-dérivable par rapport & Zg.. On considére

alors la condition suivante:
pour tout Z€N, {x;---x,}CDa, €Xy,
(S2) f

On a:

THEOREME. Soit A : Da CC — X (Ao=0) un opérateur de classe HII‘JA”"’&(C%
R-dérivable par rapport a Xy, vérifiant la condition (Sp). 1l existe alors
un unique semi-groupe {G (£)}icx, , sur Da analytique dans Xy tel que:

- , M
. RO A xD H ﬁm :

o g G(#)x = lim [R£<%,A> ;}i Vi€, , VxeDa
(16 () <Mewrer

Démonstration. Pour chaque 7> 0 on considére 'ouvert borné Zg oNe, @

du plan complexe et les « approchants »
7l

(4.2) G, ()= {Rz(g ,A)%”; C—>C  t€%ne, | n>|w]|r.

Pour tout x€Dy la fonction # — G, (?) x est analytique dans ZgoNEC,
(Lemme 2—2). En ce qui concerne la suite {G,, (?) },>|w|,, elle converge pour
t€(o,r), lopérateur A vérifiant les hypotheses du Théoréme 3.1. De plus
on a que la suite {G,(¢) % }u>|w|, est bornée uniformement en 7, eén fait

43 {CHO |L£ﬁ@7

”n

grace a la condition (S;). On conclut donc (Théoréeme de Vitali) que la suite
{G,(®) x}us|w|» converge pour tout £€Xy,NE, & une fonction G (£) x analiti-
que dans Xy,0NE&,. On a enfin la these en considerant la (4.3).
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(7) On définit: ©, ={z¢C, |z| <7}



