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Program m azione dinam ica. — Condizioni di convessità nella 
programmazione dinamica. Nota di G io v a n n i M a rro  e Remo R o ss i, 
presentata dal Socio G. E v a n g e l i s t i .

SUMMARY. — The convexity of return functions in dynamic programming implies the 
possibility of employing standard procedures of convex programming for the searches of 
minima of functions which are performed at every sta.ge of the computational procedure.

In the present work by means of a geometric approach are derived necessary and suffi
cient conditions for the convexity of return functions in dynamic optimization problems 
with bounded states and controls and in presence of isoperimetric constraints.

I. Introduzione

Com ’è noto, in relazione ai problem i di program m azione non lineare, 
le condizioni di convessità giocano un ruolo di grande im portanza, in quanto 
costituiscono la base delle prove di esistenza e unicità e forniscono la possi
bilità di sviluppare eleganti dim ostrazioni della convergenza di molti proce
dimenti iterativi di calcolo.

In  tale campo notevole peso hanno avuto i contributi, orm ai classici, 
di K uhn e T ucker [1], Wolfe [2, 3], Rosen [4].

L ’impiego degli algoritm i della program m azione lineare e non lineare 
per la soluzione di problem i di ottimizzazione dinam ica è stata  studiata da 
D antzig [5], T orng  [6], Lee [7,-8], Ho [9], Rosen [io], G ilbert e B arr [11-14], 
che hanno posto i fondam enti teorici di metodi com putazionali di grande 
interesse applicativo.

Lo studio puram ente analitico di tali problem i com porta sviluppi spesso 
di notevole complessità: il significato e il peso delle varie condizioni non sono 
sem pre facilmente comprensibili se non si ricorre alla visione geometrica, 
che risulta per contro in tu itiva e formativa.

Nel presente lavoro, basato appunto su u n ’interpretazione geom etrica 
dei problem i di ottim izzazione già in trodotta e im piegata dai medesimi A u
tori [15, 16], viene considerato in particolare il procedim ento della program 
m azione dinam ica. Si stabiliscono condizioni che garantiscono la convessità 
dei costi parziali e l ’unicità della soluzione nel caso che gli stati e i controlli 
siano vincolati sia d irettam ente sia m ediante relazioni isoperim etriche, quali 
si presentano in una vasta classe di applicazioni.

Tali condizioni forniscono una precisa delimitazione dei requisiti da 
porre, al modello m atem atico affinché si possa far uso di tecniche di calcolo 
particolarm ente idonee ed efficienti, come ad esempio la program m azione (*)

(*) Nella seduta del 14 aprile 1973.
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dinam ica increm entale, cioè la program m azione dinam ica applicata lim ita
tam ente ad un intorno ristretto  di una particolare traiettoria, che viene così 
localmente m igliorata per passi successivi.

L ’uso della program m azione dinam ica increm entale consente di lim itare 
la tabulazione dei costi e delle decisioni ad un insième di stati relativam ente 
ristretto, con evidente risparm io di memoria. Per contro, il m etodo trova 
una limitazione alla sua applicazione nel fatto che la convergenza alla solu
zione ottim a non è sem pre assicurata, se i costi parziali non sono convessi.

Interessanti applicazioni del m etodo della program m azione dinam ica 
increm entale sono state proposte in rapporto  alla soluzione di problem i di 
accum ulo e di distribuzione ottim a di risorse. Ad esempio, Bernholtz e 
G raham  [17-20] hanno tra tta to  con tale metodo il problem a dell’ottim izza
zione dell’esercizio di im pianti di produzione di energia elettrica.

2. Posizione del problema

Il problem a che verrà tra tta to  nel seguito è quello della ricerca del m i
nimo della funzione

N - 1

(2.1) C — 2  uk) >£-0
in presenza dei vincoli 

(2.2) x k+1 =  A x k +  B u k (k =  0 i ) ,

(2.3) 2  f i  (xk>u*) ^  bi 0' =  i , -■■,*) ,

(2.4)

k=0 

x k e (k =  0 ,

(2-5) u k e <°iik {k =  o O-

Si suppone che le funzioni g k(pckì u )  , f i ( x k, u )  siano convesse e che 
gli insiemi 9C^, ^ k siano convessi e chiusi.

Le variabili u  e R m {k =  o , • • •, N  —  1) rappresentano la successione 
delle decisioni o controlli applicati a un sistema descritto dall’equazione m atri
ciale alle differenze finite (2.2), in cui le x  e R n (k =  o , • • •, N )  rappresen
tano la successione degli stati.

E  consuetudine considerare uniche incognite del problem a lo stato ini
ziale ottim o x°* e la successione dei controlli ottimi uk* (k =  o , • • - , N —  1), 
in quanto essi rappresentano le variabili d irettam ente m anipolabili nel sistema 
fisico descritto dal modello posto e i loro valori determ inano univocam ente 
quelli di tu tte  le altre variabili del sistema.

I vincoli (2.4) e (2.5), che, in particolare, si possono ridurre alla lim ita
zione di ciascuna delle com ponenti dei vettori x k, uk ad un intervallo, rapp re
sentano restrizioni di carattere fisico, m entre i vincoli isoperimetrici (2.3) 
discendono da limitazioni sulle quantità  di risorse disponibili.

43. — RENDICONTI 1973, Vol. LIV, fase. 4.
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3. Il procedimento di calcolo mediante la programmazione dinamica

Per in trodurre l’enunciazione di alcune interessanti proprietà relative 
alla soluzione del problem a posto, è opportuno ricordare brevem ente come, 
in relazione al caso particolare in esame, possa venire utilizzato il procedi
m ento della program m azione dinam ica.

I vincoli isoperim etrici (2.3) si possono scrivere globalm ente

(3-1) f \ x \ u )  <  h ,
k = 0

convenendo che il simbolo di disuguaglianza applicato a due vettori rapp re
senti la disuguaglianza com ponente per componente. Tale notazione, che 
consente una scrittura più concisa delle formule, sarà estesam ente im piegata 
anche nel seguito.

Dei vincoli (3.1) si può tener conto m ediante l’artificio di am pliare il 
modello m atem atico (2.2) con le equazioni alle differenze finite

(3.2) v k+1 =  v k +  f k(xk, uk) (fi =  o , • • •, N — 1) ,

cui vengono associate le condizioni di estremità

(3-3) v° =  o ,

(3.4) V N  e «y  ,

in cui è l’insieme convesso e chiuso

(3.5) (3» =  {v*: vN <  6} .

Tale riform ulazione del problem a riconduce la messa in conto dei vincoli 
isoperimetrici ad un am pliam ento dello stato. F atta  eccezione per le equa
zioni ([3.2), che non sono lineari come le (2.2), il problem a riform ulato è 
infatti dello stesso tipo di quello posto al paragrafo precedente, salvo che 
non vi compaiono i vincoli isoperimetrici.

L ’applicazione della program m azione dinam ica al problem a posto con
duce all’equazione funzionale ricorrente

(3.6) ck(xk, v k) — min [gk(xk, uk) +  ckJrl (A xk -f- Buk, vk /*(** u k)\
UkG^sk (xk,Vk)

(k =  N —  I , N —  2 o ) ,

in cui (xk, v k) si è indicato l’insieme delle decisioni ammissibili all’istante 
/é^esimo: per la presenza dei vincoli isoperimetrici e dei vincoli sugli stati, 
esso è funzione dello stato a tale istante, come più dettagliatam ente sarà 
illustrato nel seguito (relazione (4.2) del prossimo paragrafo).

La tabulazione delle funzioni che esprimono i costi parziali ottimi

ck (pc*> vk) (fi =  o , * • * > N  —  1)(3-7)
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e le relative decisioni ottime

(3-8) ««**(**, vk) (k =  o , • • •, N —  1) ,

ottenute calcolando il m inimo indicato nella (3.6), fornisce la soluzione del 
problema.

Infatti si sceglie lo stato iniziale [x0*, t>0*] in modo che, soddisfacendo il 
vincolo dato dalla prim a delle (2.4) e dalla (3.3), corrisponda a un minimo 
della prim a delle (3.7). Tale scelta, attraverso le (3.8), (2.2) e (3.2) determ ina 
l’intera traiettoria, in quanto  di tu tti i rim anenti vincoli si è già tenuto 
conto definendo opportunam ente l’insieme l fè \(x k, v k) nella (3.6).

L a scelta dello stato iniziale [ac0*, u0*], in cui si pone sem pre t>°* =  o, 
costituisce un problem a di ricerca del m inimo della prim a delle (3.7) in pre
senza di vincoli convessi. Com ’è noto la stretta convessità della funzione 
com porta l ’unicità del punto di m inim o se l’insieme di vincolo è convesso G-).

Si dim ostrerà che la proprietà di convessità, che gioca un ruolo fonda- 
m entale anche nella determ inazione del minimo specificato nella relazione 
ricorrente (3*6), è soddisfatta da tu tte  le funzioni della successione (3.7), 
ipotesi poste al paragrafo 2. Si discuterà inoltre sotto quali ipotesi addizionali 
la convessità risulta stretta, e quindi il minimo unico.

4. Teoremi sulla convessità dei costi parziali

Per m aggior chiarezza di esposizione, la dim ostrazione verrà sviluppata 
dapprim a nel caso più semplice, in cui m anchino i vincoli isoperimetrici; 
in un  secondo tem po, utilizzando i risultati cosi ottenuti, la prova verrà estesa 
al caso generale.

TEOREMA 4.1. Le fu n z io n i ck(xk) (k =  0 , • • •, N  —  1), che particola- 
mzzano le (3*6) tn  assenza di vincoli isoperimetrici, sono convesse. Esse sono 
strettamente convesse se le fu n z io n i g k (xkì uk) sono strettamente convesse rispetto 
alle x k.

Dimostrazione. In  assenza di vincoli isoperimetrici la (3.6) si scrive

(4-1) ck (;xk) =  m in
Uk

[gk (xk, uk) T" ck+1(A xk +  B u k)]

(k — N  — i , N  — 2 • • , 0 ) .

Si dim ostra facilmente che (xk) C R m, che rappresenta l’insieme 
delle decisioni ammissibili all’istante >è-esimo in funzione dello stato, è 
convesso e chiuso. Infatti, se con C L n+m si indica l’insieme degli stati 
e dei controlli ammissibili all’istante >é-esimo, si può scrivere la relazione 
ricorrente

(4.2) 7Qk =ì {[**, uk] : x k e uk e A x k+ B u k e ^ 1} (k — o , • • •, N — 1),

(1) Definizioni e proprietà relative alle funzioni convesse e strettamente convesse sono 
riportate in Appendice.
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in cui è

=  {x k: esiste uk tale che [x*, uk] e 2&*} (k =  o • • •, N —  1)
(4 -3)

S* =  3$*.

§>* C R n rappresenta l’insieme degli stati ammissibili all’istante /-esim o, 
cioè l’insieme degli stati a ll’istante /-esim o per i quali esiste almeno una 
sequenza di controlli ammissibile u*, w*'+1, •• • tale che i vincoli (2.2), (2.4) 
e (2.5) siano soddisfatti per k  =  /  , ì  -f- 1 , • • •

Essendo l’ultimo degli insiemi (4.3) convesso, la relazione (4.2), scritta 
per k =  n — 1, fornisce un insieme convesso, in quanto intersezione di tre 
insiemi convessi. La convessità di 2(èN~1 porta, in base alla relazione di defi
nizione data  dalla penultim a delle (4.3), alla convessità di con ragio
nam ento analogo si prova la convessità di &N~2 e così via.

A lla convessità del generico 2Qk consegue quella dell’insieme 2& \(xk) 
indicato nella (4.1), che è definito m ediante la relazione

(4-4) 2&i (xk) =  {uk : [xk, uk] e 2QÀ} .

Per dim ostrare la convessità della funzione ck(xk) si procede pure itera
tivam ente: si ipotizza che ck^ x (xk+l) sia convessa, per cui la funzione da 
minim izzare a secondo m em bro della (4-1) è convessa, in quanto somma 
di funzioni convesse (cfr. Lem m a A .i); il secondo term ine della somma, in 
particolare, è una funzione convessa in quanto funzione convessa di funzione 
lineare.

Per il Lem m a A. 5 pertanto  la funzione a prim o m em bro della (4.1) è 
convessa.

Se la funzione g k (.xk, uk) è strettam ente convessa rispetto a x k, per il 
Corollario A .2 e il Lem m a A. 5, ck(xk) è pure strettam ente convessa. <]

TEOREMA 4.2. Le fu n z io n i ck(xky vk) (k =  o , N —  1) definite dalla 
(3.6) sono convesse e soddisfano la relazione ck(xkì vk') <  c(xk, v k") per ogni 
coppia d i vettori v k'y v k" ta li -che sia v ¥ <  vk" (2>. Esse sono strettamente con
vesse rispetto alle variabili x k se le fu n z io n i g k(xky uff sono strettamente convesse 
rispetto alle x k.

Dimostrazione. Seguendo un procedimento analogo a quello sviluppato 
per il Teorem a 3.1, si dim ostra anzitutto che l’insieme 2&k C j^n+s+mf 
rappresenta il luogo degli stati am pliati e dei controlli ammissibili all’istante 
/L-esimo, è convesso e soddisfa la disuguaglianza

(4.5) 2Q>\{vk') D 2&^(vk") per ogni coppia vk' , v kU tale che sia v ¥ < v k' r.

In  accordo con il simbolismo precedentem ente introdotto, con 2Qf(vÀ) 
si indica l’insieme degli stati e dei controlli ammissibili all’istante /è-esimo,

(2) Si ricorda che con il segno di disuguaglianza tra vettori si indica la disuguaglianza 
delle singole componenti.
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in funzione delle risorse vk a quell’istante disponibili, ossia

(4.6) lSè\{vk) — {[xk, uk] : [;xk, vk, uk] E  2Qk} .

La proprietà di convessità dell’insieme 2GV unitam ente alla (4.5), equi
vale alla relazione

(4.7) [ a ^ +  (1 —  oc) x k" y ocvk' (1 — oc) vk"—  ß , ccuk' (1 — a) uk"\ E  2@k

per ogni coppia di punti [x*', vk’, uk'] , \x k" , vk'!, uk”] e  2(èk,

per ogni oc tale che sia o <  oc <  1 e per ogni ß >  o .

Per definizione è

(4.8) lS è k —  {[xk, vh, uk\ : x k E  0C^, uk E  [Ax*- j-  B uk, f k(xky uk)\ E

(>è =  o , . - . K̂ — i ) ,
in cui è

(4.9) §>k =  {[xk, v k] : esiste u k tale che \xk, v k, uÀ] E  2Qk}

/  \  q N  ( r  N  iV n  N  _ N(4.10) © =■ {pc , u }] : x  E  , ü e  °1 }.

. . S* C R n+S rappresenta l’insieme degli stati am pliati ammissibili all’istante
/-esim o, cioè l’insieme degli stati [x \ v z] per i quali esiste almeno una suc
cessione di controlli ammissibile u \  u i+1, •• • tale che i vincoli (2.2), (2.4), 
(2.5), (3.2) e' (3.4) siano soddisfatti per k  =  i , /  +  1 , • • •

Si considerano in 2Qk i punti arb itrari \xk' , vk' , uk'] , \xk”, v k'r, uk'r] e si 
verifica che la (4.7) è soddisfatta qualora valga u n ’analoga relazione per 2&k+1. 

Posto
x k+1' =  A x k' -\- B u k> , x k+v' =  A x kU -f- B uk” ,

vk+1[ =  v k< f k(xk' , uk’) , vk+lU — vk" -f- f k(xk” , u kU) ,

deve essere evidentem ente [xk+1' , vk+1'] , [a^+1//, ìP+1"] e  &k+1 e quindi, per 
definizione, esistono controlli uk+1' , u k+ì'F tali che sia [xk+1' , v k+1' , u k+v \  

® *+1" , €  2 ® *+ !;

Ogni punto z^, m̂ ] che soddisfa la relazione (4.7) soddisfa pure le 
relazioni specificate a secondo m em bro della (4.8): le prim e due in quanto JQk 
e ^  sono insiemi convessi, la terza in quanto il punto

(4.11) [xk+i, vk+l, uÀ+1] =  [AxkJr  B uk, vk -p f k (xk\ uk) , ccuk+1' +  (1 — oc)

appartiene a 2&k+1.
Infatti è

vk+i __ vkJr  f k(xk, uk)

<  ccvk' (1 — oc) vk' r—  ß +  ocf k (xk' y uk') +  (1 —  a) f k(xk" , uk")

=  ccvk+1' +  ( 1 —• a) v k+1" — ß ,
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cioè

vk+i — ocißk+l/-j~ (1 —  a) vk+1" —  ß —  ß' , con ß' >  o .

Di conseguenza il punto (4.11) è esprimibile con la relazione 

[V +1, vk+1, uk+1] =  [ a ^ +1, +  ,(i — a) x k+l", 0Lvk+1' +

+  (1 —  oc) vk+1" —  ß —  ß', 0LUk+1' (1 —  a) ukJrl" \  ,

per cui appartiene a 7Qk+1 soddisfacendo la relazione (4.7), con indice k +  1 
in luogo di k.

A vendo dim ostrato che l’insieme è convesso e soddisfa la (4.5), l’as
serto del teorem a è di facile deduzione.

Sotto l’ipotesi che la funzione ^ +1(x^+1, vk+v) sia convessa e soddisfi 
la condizione specificata nell’enunciato del teorem a, anche la funzione 
ck(xky vk) gode di tali proprietà.

Infatti la funzione da m inim izzare a secondo m em bro della (3.6) è con
vessa in quanto som m a di due funzioni convesse; la seconda di queste, in 
particolare, è convessa in virtù del Lem m a A.4.

D ’altra parte la ricerca del minimo è vincolata all’insieme

(xky vk) =  {uk : [xk, vky uk\ e 2ßk} ,

m anifestam ente convesso e chiuso, per cui il valore del minimo, per il Lem 
m a A .5, è ancora una funzione convessa che soddisfa la condizione specificata 
nell’enunciato del Teorem a perchè, come si è precedentem ente verificato, 
l’insieme di vincolo

lSè\ (vk) =  {[xk, uk\ : \xky vky uk\ e

si am plia al dim inuire delle componenti di vk ed inoltre la funzione 
ck+1(4 ^ k+  B uk, vkJr f k(xk} uk))y che com pare come addendo nella funzione 
da minim izzare, diminuisce al dim inuire di vk.

Nel caso in cui la prim a delle funzioni a secondo m em bro della (3.6) 
sia strettam ente convessa in la funzione da minim izzare è strettam ente 
convessa e quindi, per il Lem m a A. 5, la ck (xk, vk) è strettam ente convessa 
in x k. <]

5. Alcune conseguenze dei teoremi stabiliti

Nel precedente paragrafo si è provato che i costi parziali (3.7), deter
m inati con il m etodo della program m azione dinam ica, sono funzioni con
vesse in x k per ogni k.

Al fine della scelta del punto iniziale ottimo interessa, in particolare, 
la funzione (x0, o): perché tale funzione sia strettam ente convessa è suffi
ciente che almeno una delle g k (xk, uk) (k =  o , • • - , N —  1) sia strettam ente 
convessa in jxk. U na condizione sufficiente per l’unicità del punto iniziale
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ottimo *°* si può pertanto  facilmente stabilire come conseguenza dei risul
tati o ttenuti e di una nota proprietà dei minimi di funzioni convesse vinco
lati ad insiemi convessi e chiusi.

COROLLARIO 5-1- Perché i l  punto iniziale ottimo ac°* sia unico , è sufficiente 
che almeno una delle fu n z io n i g k(xk, u!) sia strettamente convessa in  xk.

L ’unicità dell’in tera traiettoria ottim a, cioè di ciascuna delle decisioni 
di cui essa è conseguenza, è invece legata alla stretta convessità delle fun
zioni g  (xk, uk) rispetto a uk\ infatti il punto di minimo di una funzione stre tta
m ente convessa, vincolato ad un insieme convesso, è unico. Si può pertanto 
enunciare il seguente corollario.

COROLLARIO 5.2. Perché la successione dei controlli o ttim i uk*(k =  o , • • •
• • •, N  —  1) sia unica , è sufficiente che le fu n z io n i g k (xk, uk) (k =  o , • • •, N  —  1) 

siano strettamente convesse in  uk.

A ppendice

A .i. -  Alcune proprietà delle fu n z io n i convesse.

Per una più agile organizzazione del testo, sono stati raccolti in questa 
Appendice alcuni Lemmi, parte dei quali originali, che vengono utilizzati 
nelle dim ostrazioni oggetto del lavoro.

Com ’è noto, una funzione f  (x) , x  <  R n, si dice convessa se, per ogni 
coppia di punti x r, x "  c P n e per ogni oc tale che sia o <  a <  1, vale la 
disuguaglianza

(A .i) /(< * * '+  0  —  a) x ”) <  af (x ' )  +  (i —  a ) / 0 ") .

La funzione si dice strettamente convessa se la (A .i) vale con esclusione 
del segno di uguaglianza.

Per completezza, si riporta il seguente noto risultato.

Lemma A .i. L a  somma d i due fu n z io n i convesse è una funzione  convessa.

D imostrazione . L a dim ostrazione è im mediata: basta scrivere la (A .i) 
per le due funzioni, som m are m em bro a m em bro e raccogliere a e 1 — a 
a secondo m em bro. <]

C o r o lla r io  A .2. L a  somma d i due fu n z io n i convesse é strettamente con
vessa se lo è almeno una delle due fu n zio n i.

Lemma A. 3. Se f { y )  , y  c P m, è una funzione convessa (strettamente con
vessa) e y  — g ( x )  — A x  +  b , x  € R n è una m -up la  d i fu n z io n i lineari, la f u n 
zione composita <p(ac) = f  (g(x))  è convessa (strettamente convessa).

Dimostrazione. L a dim ostrazione è u n ’im m ediata conseguenza della rela
zione di definizione (A .i). <]
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Lehma A 4 . Se f ( y ) , y  e R m, è una funzione convessa (strettamente con
vessa) che soddisfa la relazione

(A-2) f ( y ' ) < f ( y n) per ogni y ' <  y "

e g ( x ) , x e R n, è u r ìm -u p la  d i fu n z io n i convesse, la funzione composita 
<p(x) — / (g(x))  è convessa (strettamente convessa).

D imostrazione. Assunti due punti [x', x ”] E R n, per la convessità delle 
com ponenti della funzione vettore s (x ) ,  è

^ ( ax' +  (1 — «) *") <  +  (1 — «)g (x" )  O <  a <  i .

Tale relazione, un ita alla (A.2), consente di scrivere 

(A-3) <P (<**' +  (1 — a) *") = f ( g r(oc*' +  (1 — a) *")) < / ( xg(x' )  +

+  ( i -  «) g (*"))•

D ’altronde per la convessità della f ( y )  risulta 

(A -4) / («* (* ')  +  (1 — a) g(x"))  <  af (g (x ' ) )  +  (1 — a =

=  a? (*') +  (1 —  a) <p (x") .

Com binando le (A. 3) e (A 4) si prova la convessità della funzione compo- 
sita. <]

Lemma A. 5. D a ti una funzione convessa (strettamente convessa)
/ ( *  1 > *2) > *1 e *2 £ £ zm insieme convesso e chiuso ISè L R p+q, la f u n 
zione

/o (* ì) =  m in / ( * 1 , * 2)>

2©i (* i)  =  {*2 : [* 1 , «2] e 2(3} ,

è convessa (strettamente convessa).

Dimostrazione. Il dominio di definizione § della funzione è il
luogo dei punti x ± per i quali esiste almeno un valore di x 2 tale che il punto 
D*i > X2Ì appartenga a 2Q. L ’insieme § è convesso, in quanto proiezione di 
un insieme convesso.

Fissati in § due punti arbitrari, x [ , x { , si può scrivere

(A-5) f o fa x ' f r  (1 —  d) x " )  =  m in / ( o a  { -j- (1 —  a) ari', ar2) .
*a e 2Si(a*i4-(l-«)*!')

Si indicano con x 2 , *2 valori corrispondenti al minimo sopra indicato 
per oc =  1 e oc =  o rispettivam ente; evidentem ente sarà [x{ , x 2] , [aq, x 2 ] e 2@.
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Per la convessità dell’insieme 7Q, il punto [ clx{  +  (i —  a) &x2 - f  
+  (1 —  a) *2] appartiene pure a 7Q. Il minimo indicato nella (A. 5) è m ag
giorato dal valore che la funzione f  (x± , x 2) assume in tale punto, ossia è

(A.ó) m in / ( a * i  +  (1 —  a) x { i x 2) < / ( <xx[ +  (1 —  a) x 'j , ocx2 +
*ae'2jg1(owe/1+ ( l—a )* ;7)

+  (i —  a) *2) -

D ’altronde la convessità della /  (jci , X2) implica la relazione 

(A *7) / (ocaci +  (1 —  a) x i ,  <xx2 +  (1 —  a) x 2) <  af ( x [  , x 2) +

+  C1 2 3 4 5 6 7 8 9 —  a ) / ( * i ,  *2) =  0/00*1) +  C1 —  a) /o (* i)  •

Le (A .5), (A.6), (A .7) costituiscono una catena di disuguaglianze dalle 
quali si deduce im m ediatam ente la validità dell’asserto. <]

S imboli
a vettore;
R n spazio vettoriale delle /2-uple di numeri reali;
A matrice;
9C sottospazio di R n\
e appartenente a;
Ç contenuto in;

< termine della discussione 0 della dimostrazione.
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