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Astrodinamica. —  Sur rentrée optifnale dans Vatmosphère plané- 
taire avec un m inim um  de chaleur cédée à Vengin spatial. Nota di 
A l e x e  M a r i n e s c u  e D a n  D u m i t r e s c u ,  presentata (*} dal  Socio  
C. F e r r a r i .

RIASSUNTO. — In questo lavoro si presenta lo studio del rientro nell’atmosfera plane
taria col minimo di calore trasmesso al veicolo spaziale il quale sta effettuando la sua 
evoluzione. Il problema variazionale è formulato come un problema isoperimetrico avente 
un’estremità mobile del tipo già studiato dal primo Autore fi]. Secondo questo metodo si 
ottengono soluzioni analitiche le quali esprimono le leggi ottime di variazione dei parametri 
del movimento durante il rientro.

altitude;
distance sur l’axe horizontal; 
densité;
surface de référence;
aire de la surface de l’engin;
vitesse de l’engin;
coefficient de portance;
coefficient de résistance à l’avancement;
coefficient équivalent de frottement de la surface de l’engin; 
angle d’inclinaison de la trajectoire par rapport à l’axe horizontal local; 
constante de définition de la densité en fonction de l’altitude; 
accélération de la gravitation; 
masse de l’engin;

flux moyen (quantité moyenne de chaleur transmise par unité de temps et 
unité de surface de l’engin).

Notations

z
X

P
S

. Sy 
V
c,

; cx 
Q
Q
ß
g
m

pgr  
d t

U n problèm e particulièrem ent intéressant du point de vue pratique se 
pose par rapport à la réduction de la quantité totale de chaleur cédée aux 
engins spatiaux  lors de l’entrée dans l’atmosphère.

L a quantité totale de chaleur cédée à un engin spatial d u ran t l’entrée 
dépend de nom breux facteurs, mais c’est la trajectoire de celui-ci qui en 
est la cause principale.

Le but du présent travail est d ’établir la trajectoire optimale de l’engin 
spatial, de m anière à rendre m inim e la quantité totale de chaleur qui lui est 
cédée.

Pour ce faire, il est tou t d ’abord nécessaire de connaître les équations 
de m ouvem ent.

(*). Nella seduta del 14 aprile 1973.
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E n considérant le cas de l’entrée sur une trajectoire plane et en adm ettant 
que l’angle 0 est positif à la descente et négatif à la montée, pour des petits 
angles ayant l’entrée et la portance différentes de zéro, le système complet 
d ’équations qui régit le m ouvem ent est:

(i)

dV _ SCX Pv :d t 'im

d0 SC^ pVd t 2 m

d z 
d t

dx
~dt

=  — V  sin 0 

=  V cos 0.

En exprim ant la quantité totale de chaleur cédée à l’engin par la relation

c f

h

puisque le flux m oyen a l’expression

(3) T T  =  T  pV*

alors si Cf peut être considéré comme approxim ativem ent constant, nous 
aurons

/ /
(4) Q = A S l j p V 3d/ .

/•i

On introduit la variable z y en sorte que les deux premières équations (1)
deviennent

dV scx pv
dz 2m sin 0

(5)
de SCZ P
dz ~~ 2 m sin 0

E tan t donné que

(6)

et que de la première équation (5) en no tan t =  V ' et a nous avons

(7) sin 0 pv

En rem plaçant (6) et (7) en (4), il résulte

SV C'f .
Q =  —- V  V V ' d g .

4 a J
zf

(8 )
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De la troisième et quatrièm e équation (i), on déduit:

d x  =  —  ctg 0 dz

dont on obtient -  tel que nous l’avons m ontré dans [ i]  -

(9)
a pV
T  Y d z  .

Pour déterm iner les lois optimales de variation des param ètres du m ou
vement, de m anière à ce que l’engin spatial puisse parcourir la trajectoire 
d ’entrée entre les altitudes z { , zf  avec un m inim um  de chaleur cédée, la 
distance sur l’axe horizontal étan t donnée (x =  /) , le problèm e variationnel 
qui se pose est en fait de trouver le m inim um  de l’intégrale (8), à condition 
que:

( i o ) _pV
V'

Le problèm e variationnel est par conséquent un problèm e isopérim étrique 
à une extrém ité mobile, parce que pour z  =  z { la vitesse V =  V 2 est donnée 
sans être, toutefois, précisée pour z  =  zf  (voir [ i ]). L a courbe qui réalise 
l’extrem um  de l’intégrale (8) est une extrèm ale de la fonctionnelle

( i l ) ] =  j H d z

h

.(12) H =  V V ' +  A (— - ^ r  — Z
\ ci pV 2 V /

X étah t une constante.
Puisque l’extrém ale doit vérifier l’équation d ’Euler

(*3)
3H

y y
d 3H

“LT av'

dès lors, en tenan t compte de l’expression (12) de la fonction H, l’équation 
d ’Euler (13), mène à l’équation différentielle

( h ) V " i - V
2p

V'2
V

v'V
«2 p3 V2

qui, à l’aide de la loi de variation exponentielle de la densité

(15) p = p 0 «-e*

peut être écrite sous la forme

(16) V " +  — V '-
y/2
y r

V'3ß̂ 2 ß*
: O .

PoV:
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A u moyen de la substitution

V =
I u dz

e'
réquan tion  (16) devient

(17) a ' + 7 a “ ß T T f 2fte= °
2 a% P0

qui est une équation de type Bernoulli. P ar la substitution

y  — ur*

l’équation (17) devient par transposition une équation linéaire

(18) y - ^ + A « ï f , = o .
fl2P0

En in tégrant l’équation (18) et en tenan t compte des substitutions accom
plies, on obtient finalement la solution de l’équation (16)

r  dz

0 9 ) V =  G
é T  / C.

2 &

les deux constantes Cffet C2 pouvant être déterminées à condition que pour 
z — V  — V, et de la condition isopérim étrique (10),

E n notan t avec b =  -----— , en effectuant l’intégrale et rem arquant que
; ^2 p0

pour z  =  z {, V =  V,-, l’expression (19) devient

(20) V =  V ?. ßcx ^ ci e ß “  b —Fc1 e — b) '

Pour déterm iner la deuxièm e constante Cl5 en rem plaçant dans la con
dition isopérim étrique (10) V '/V  et en notant avec Ci =  C±/b on obtient par 
suite des calcüls l’équation tra s c e n d e n te

(21) n  
V 2

, "1"— I ,: •—  2 arc tg - — —-—  - —— --------- +
I y i C l  e ~ ^ f - - i  i c x e - ^ i —  I 

]/r „-$zf r ]/n+ K c v fta/ —1 — fcie
qui peut être résolue num ériquem ent sans autres difficultés.

E n ce qui concerne la nature de l’extrem um , compte tenu de la condi
tion de transversalité à l’extrém ité mobile

1
on peut facilement déduire que X <  o puisque de (20) on constate que la 
vitesse est décroissante en rapport avec la décroissance de l’altitude et que 
par conséquent V ' >  o.
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Avec X < o  et V ' > o ,  la condition du m inim um  faible de Legendre 
et la condition du m inim um  fort de W eierstrass sont satisfaites, ce qui dé
m ontre que l’intégrale (8) est véritablem ent minime le long de l ’extrém ale 
en vertu de (11).

U ne fois la loi optim ale de variation de la vitesse connue, tel q u ’on vient 
de le voir, il reste à déduire la loi optim ale de variation de l’angle 0 d ’incli
naison de la trajectorie p a r rapport à l ’axe horizontal.

Pour des engins de forme connue, ayant CJCX donné dans des limites 
bien précisées, la loi de variation de l ’angle 0 qui s ’identifie p a r ailleurs à 
la loi optim ale de la grande m ajorité des cas qui apparaissent dans la prati- 
que, peut se déduire comme tel:

En divisant les équations (5), nous aurons

(23) d0 =  f ^ -

Avec l’angle initial et la vitesse initiale données, autrem ent dit avec 
les conditions 0 =  0, ,  V =  V, p ar intégration peut être obtenu de (23)

(24) 8 = - ë I n - £  +  9-"

La loi optimale de variation de la vitesse étan t connue, pour déterm iner 
la valeur optim ale du rapport CJCX sur Tare de la trajectoire, il faut em 
ployer la condition isopérim étrique

J ctg 0 àz =  l

V
qui doit être satisfaite pareillem ent par l’angle 0 donné dans (24). P ar rem pla
cement, on obtient l’équation qui donne un rapport CJCX de la forme

't

7
qui peut être résolu num ériquem ent.

Les calculs num ériques ont prouvé plus que suffisamment que pour des 
valeurs du rapport CJCX qui s’encadrent dans la gam m e des valeurs admises 
dans la pratique, la variation de l’angle 0 donnée par (24) fait passer l’arc 
de la trajectoire optim ale à z  =  zf  par 'x =  /.

De la sorte, la loi de variation de l’angle 0 donnée par (24), coïncide 
à la loi optimale. A yan t de la même m anière aussi la loi optim ale de varia
tion de l’angle 0, les arc de la trajectoire optim ale peuvent être calculés en 
in tégrant par la m éthode R un g e-K u tta  l’équation

(26) dx
àz =  — ctg 0 .



[409] A. M arinescu e D. Dum itrescu, Sur Ventrée optimale, ecc. 589

A titre d ’application, en p artan t des données suivantes:

-2V= 110.000 m, 27=40.000121, / =  2.000.000 m, p0 =  0,125 kg sec2/m 4, 
ß =  1 >395 • ïO“4 m-1, V; =  7.800 m/sec, 0,- =  1°

on a calculé pour plusieurs valeurs du param ètre a =  SC J2 m  la vitesse pour 
l’entrée optim ale avec m inim um  de chaleur cédée à l ’engin spatial, les résultats

42. — RENDICONTI 1973, Vol. LIV, fase. 4.
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étan t inscrits dans l’annexe graphique (la fig. i). A  partir de la variation opti
m ale de la vitesse ainsi obtenue, on a calculé la variation de l’angle 0 et les 
arcs de la trajectoire optimale, dont on donne (dans les graphiques des

figg. 2 et 3), afin d ’en avoir une idée, la variation de l’angle 0 et respective
m ent l’arc de la trajectoire optim ale pour a =■ 0,01, la valeur correspondante 
du rapport CJCX é tan t CJC X =  — 0,98.
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