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Calcolo delle probabilità. —  Systèmes aléatoires généralisés à 
liaisons complètes à temps continu. N o ta  II  di G e o r g e s  L e  C a l v e  (* (**)} 
e R a d u  T h e o d o r e s c u ,  p r e s e n ta ta  ^  d a i  Socio  B. S e g r e .

R iassunto . —  Si continua lo studio dei sistemi aleatori generalizzati con vincoli com
pleti di tempo continuo iniziato nella N ota I a) la cui lettura è necessaria per la com pren
sione del presente lavoro.

On continue Tétude des systèmes aléatoires généralisés à liaisons com
plètes à tem ps continu, commencée dans la Note I <D, dont la lecture p réa
lable est indispensable pour la compréhension du présent travail.

4. Cas pa rticuliers  et  appa ren tés

4.1. Exam inons d ’abord quelques cas particuliers.
(a) Supposons que T  =  N =  { o , i , - - - } .  Pour tout n e  N nous nous 

donnons une probabilité de transition nU de (wW  X ”X , n<W  ® n9C) dans 
f +1W  , n~rlW )  et une probabilité de transition nP de f W  ) dans (”X , W0C). 
Nous définissons nH mrl et np m pour tout m ^ n  par récurrence:

T T +1 ( ( a ; , x) ; A) =  *n  ((W , X) ; A) ,
et

nU m+2((w  , x) ; A) =  j  T lm+1((w ,x) ; d w') m+1p (w r ; âx) m+1U (pwr ,x r) ; A) ,
»*+l\y

ainsi que

nPn (w ;B ) =  nP {w ; B) ,
et

nPm ' 1 (w  ; B) =  J  nP (w  ; dx) nU ((w  , x) ; d w') n+1p m+1 (w ’ ; B) .

nX x n + 1 W

Il est clair que nJJm'hl et np m définies de cette manière vérifient (1.1) et (1.2) 
et que {(WW  , , ("X , *9C) , n\ [ m+1 ? np m ? n , m e N , n <  m }  est un s.a.g.Le.
à tem ps discret au sens de la définition 1.1 [4], p. 19, bien que dans cette

(*) Recherche supportée pz r la subvention A-7223 du Conseil N ational de Recherche 
du Canada.

(**) Nella seduta del 14 aprile 1973.
(1) Voir «Rend. Acc. Naz. Lincei», 54, 434-440 (1970).
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définition nous avions pris pour simplifier (”W  ,nW )  =  (W , AP) et (nX  ,*9C) — 
=  (X , AC) pour tout n e  N.

(b) Supposons que, dans le cas particulier précédent, nJJ soit définie 
de la m anière suivante: pour tout n e  N il existe une application m esurable nu 
de nW  X "X dans **+1W  telle que TE ((w  , x) ; A) =  8 Çu {w , x) ; A), où S (w ; A) 
est la m esure de probabilité ponctuelle concentrée en w. Alors {(AV , MAP), 
(nX  ,AV) , nu m+1; v m} n , m  6 N, n  <  m} est un s.a.l.c. à tem ps discret au 
sens de la définition 2.1.1 [3], p. 63.

(r) Prenons ( W  , AP) =  (*X /AT) et *P (w  ; B) — § (w  ; B) pour tout 
/  e T. Alors (1.7) nous donne (w  ; A) =  fQs (w ; A); il s’ensuit alors que 
le processus observable est donc de M arkov, puisque *QS l’est aussi. Comme, 
de plus, le processus observable et le processus non observable ont même 
probabilité initiale, ce sont deux versions du même processus aléatoire.

U ne autre façon de rendre le processus observable de M arkov est de 
supposer que T P  ne dépend pas de w e AV ce qui entraîne que *P̂ , ne dépend 
pas de w e AV et que (1.11) se réduit à la relation de C hapm an-K olm ogorov.

(d) Supposons que, pour tout /  e T, il existe une application m esu
rable v de W  dans X telle que P (w  ,* B) — § (T (w) B). Soit d ’autre 
part £HS une probabilité de transition vérifiant (1.1). Il est clair que, sous 
ces conditions, *QS (w ; A) =  AT {{w fv  (w )) ; A) et que x t =  *v (w t) P x pres
que sûrem ent. On peut donc considérer également les fonctions de proces
sus de M arkov comme des cas particuliers des s.a.g.l.c.

4.2. Considérons m ain tenant deux cas apparentés.
(a) L ’idée qui sous-tend le modèle à tem ps continu décrit par 

O. Onicescu dans [6] pourrait se résum er dans nos term es de la m anière 
suivante. Soient T  =  [o ,0 0 ), *X =  X et AV =  W  pour tou t t e  T, où 
X =  {%! , • • •, x m+1} , m  >  i , et W  est l’espace des vecteurs de probabilités w  
sur X t D ans ce cas AC est l’ensemble de toutes les parties de X et AP est la 
cr-algèbre des boréliens qui correspond à W. L a probabilité de transition 
tFs (w  ; B) est engendré par *P* (ze/ ; B) =  w  (B) à l’aide d ’une relation ana-
logue à (1.2). Puis la probabilité de transition x) ; A) est
A T 1 At ((w  , x) ; A) à l’aide d ’une relation analogue à (1.1),

engendrée par 
en adm ettan t

que, pour l’infinim ent petit A / , ((w , x) ; A) =  8 ( u t+At (w  , x) ; A),
où £u t+At est une application m esurable de W  X X dans W.

(b) Le lien entre les s.a.g.l.c. à tem ps continu décrits ici les s.a.l.c. 
à tem ps continu décrits par M. Iosifescu en [2] est beaucoup plus complexe. 
Ils sont cependant apparentés de la façon suivante.

Reprenons nos espaces m esurables (AV /AP) et (*X /AC) pour tou t ^ T ,  
ainsi que la probabilité de transition T*, et soit *IT une probabilité de tra n 
sition "de ('W X 'X  /AP ® J0C) dans fW  /AP). Si nous supposons que:

1) il existe deux espaces W  et X tels que pour tout t e  T  l’on ait 
AV =  W  et *X — x  Xa , X a =  X pour tout o <  oc <  /;

0 < a< t
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2) il existe une application m esurable lu  de X '"X dans SW  telle
que Ton ait tU s ((w  , x) ; A) =  8 (u  (w  , x) ; A), alors le « pseudo » s.a.g.l.c. 
{(*W /0G) , ( x  /9C) / r r ,  fFs, t  , s e T  , t  < s }  se réduit au s.a.l.c. défini en [2].

5. P ro b a b ilités  de  tra n sitio n s  permanents disco n tin u es

5.1. Soient (L , £) et (M , ©R) deux espaces mesurables et fK s une pro
babilité de transition de (L , 2) dans (M , 0ÌI) pour t , s e T, t <

DÉFINITION 5.1. -  Z a  probabilité de transition tK s est appelée perm anente 
discontinue si les trois conditions suivantes sont vérifiées: (j) *K? (/ ; E) =
=  K (/ ; E) pour tout t e T; (jj) la limite lim (*K.S (/ ; E) —  K (/ ; E ))\s —  t) =

s \  t
=■ k ( t , /  ; E) existe et est uniforme par rapport à / e T  , /  e L et E € 0îc; 
(jjj) k ( t , l  ; E) est uniformément continue en t e T  par rapport à l  e L  et 
E e 0R.

Il est clair que (j) et (jj) ci-dessus entraînent que 

(5.1) lim lK s ( / ; E) =  K (/ ; E) =  lim 'K s (/ ; E) ,
J  >1 t t s

autrem ent dit, la continuité de ^K4 en t au point t — s. D ’autre part

 ̂ S - 'K* (/ ; E) j a+ (/ ; E)
5̂ =  E ) .

De même, puisque k ( t , /  ; E) est une mesure signée sur 01c, on peut, 
en désignant par k~ et k+ respectivem ent la partie négative et la partie posi
tive de k, écrire

k ( t , /  ; E) =  —  k~ ( t , /  ; E) +  ( t , /  ; E)
et donc

/K f (/ ; E) — K (/ ; E) —  (s —  t) k r  ( t , /  ; E) +  (s'— t) k+ (t , l \  E) +  0 fs  —  f) .

U n cas particulier im portan t est celui où (L , £) =  (M , 0R) et où les points 
isolés appartiennent à £. k~ et k+ sont alors telles q u ’il existe deux fonc
tions ki et k% avec

k i ( t , l )  =  k ( t 9l ; { l } )  , k2 ( t , l ;  E) -  k+( t , l ;  E )/k1 ( t , l )

de façon que

(5.2) . k ( t , l ]  E) = ' —  kx ( t j )  S ( / ;  E) +  k1 ( t , l ) ' k 2 ( t , l ;  E)

et donc

(5*3) ' K ' ( / ; E )  =  K (/ ; E) —  (s — t) k± (t \ / )  8 (/ ; E) -f

+  0  — t) k± (t , l ) k 2 ( t , l  ; E) +  o (s —  t) .
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Soient ensuite (A , <ä) , (B , cB) et (C , <2) trois espaces m esurables, 'F* 
une probabilité de transition  de (A , fl) dans (C , (3), pour tou t t , s e T  , 
t  <  s /G *  une probabilité de transition de (A , d )  dans (B , éB) pour tout t, 
s e T  , t <  J, et ' FT une probabilité de transition de (B , cB) dans (C , ©) pour 
tout t , s e  T  , t < s .  Supposons de plus que la relation de compatibilité 
suivante soit vérifiée:

(S-4) 'F ' (a ; Z) =  ß Gr (a ; d6) rH s (b ; Z)
B

pour tout t < r < s.

Lemme 5.2. -  St est permanente discontinue, si ‘H s est continue à
droite en t, alors (5.4) est vérifiée pour t < r < s  et nous avons la relation

(S-S) - d‘r  f  Z) = - J  g  ( t ,  a ; Ab) 'H ' (fi ; Z)
B

pour tout t < s-, ici g  ( t , a ; Y) est la fonction qui correspond à k ( t , /  ; E) 
dans la Définition 5.1 si nous prenons au lieu de 'KF

Démonstration. -  Elle se fait en deux étapes, en considérant d ’abord 
la dérivée à droite de 'F* en t, puis sa dérivée à gauche. L a relation (5.4) 
et les conditions (j), (jj), (jjj), Définition 5.1, écrites pour 'G J, entraînent 
alors le résultat.

De même, nous obtenons le

LEMME 5.3. -  S i  'FF  est permanente discontinue, si lQs est continue à
gauche en s, alors (5.4) est vérifiée pour t  < r  <  s et nous avons la relation

(5-6) 9<F^ ;Z) =  [ ‘G1 (a ; âb) h (s  , b ; Z)
B

pour tout s > t ; ici h ( t , b ; Z) est la fonction qui correspond à k ( t , /  ; E) dans 
la Définition 5 -J  si nous prenons au lieu de *Kf.

Notons aussi que si dans la Définition 5.1 nous supprim ons la con
dition (j), il est encore possible d ’obtenir des relations analogues (5.5) 
et (5.6) contenant les dérivées à droite et à gauche de *Ff. Nous pouvons 
en fait m ontrer que

5+ *Ff (a ; Z)
dt

3+ ‘G* (a  ; d i )  

dt
d+ *'G* (a ; db)

dt
h  TJSH1 (b ; Z)

et

/  3-  ‘F* (a ; Z) \  f  ( 3-  'G'» (a ; cF) \
\ »  L r . l \  *  l

^  di) j ‘‘H fit ,. ' Z ) ,
t=t  0

et des relations analogues quan t à la dérivabilité en s.
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5.2. Supposons par la suite que ('W  ,%>) =  (W , et ('X ,'9C) =  
=  (X , 9C) pour tout #e T. A vant d ’exam iner quelques cas particuliers de (5.4) 
et (5-S)> essayons de voir le lien qui existe, quant ä la propriété d ’être perm a
nente discontinue, entre les différentes probabilité de transition qui nous 
concernent.

P ro position  5.4. -  (a) S i  'IL  est permanente discontinue et si 'Q ' =  Q 
pour tout /  e T  , Q l'est aussi. {U) S i 'Q 1 est permanente discontinue, si 'IL  
est continue à gauche en t au point t — s et si *11 =  Il pour tout t e  T, alors 
IL  est permanente discontinue, (c) S i  *QS est permanente discontinue et si 
P =  P pour tout t  6 T, alors 'P ' est permanente discontinue.

Démonstration. -  Ici, et par la suite, n ( t , (w , x) ; A) , p  ( t , w  ; B) et 
respectivem ent q ( t , w ;  A), est la fonction qui correspond à é ( t , l  ; E) dans 
la Définition 5.1 si nous prenons respectivem ent 'IL , 'P J et 'Q ' au lieu de 'KL 

(a) M ontrons d ’abord que si 'IL  vérifie la condition (jj), Définition 5.x, 
alors Qs la vérifie égalem ent. E n effet, intégrons 7r ( t , (w  , x) ; A) par ra p 
port à 'P  (w  ; B). Nous obtenons

/ lim 'P  (w  ; dx) ('IL  ((w , x) ; A) —  Il {{w , x) ; A ))j(s —  t) =
J  i l  if 
X

=  f *P (w ; dx) tu ( t , (w , x) ; A) . 
x

Comme P ne dépend pas de  ̂ et que fJIs et II sont bornées, le prem ier m em bre 
peut donc s’écrire

firn J*P (w  ; dx) *UX(w , x) ; A) —  l 'P  (w  ; dx) Il ((w , x) ; A )/(j — t) .
X X

Il est à noter que (5.1) im plique

(S-7) |" 'P  (W ; dx) n ( (w, x )  ; A) =  Q(w  ; A) <2> .
X

P ar conséquent, en u tilisant (5.7) et (1.4), nous obtenons

lim ( Q 1 {w ; A) — Q (w ; A ))/(s —  t) =  / 'P  (w ; dx) -k ( t , (w , x) ; A) .
s  ̂t  f .

X
Nous avons donc, en plus,

(S*8) q ( t , w  ; À) =  j  * P (w  ; dx) n ( t , {w , x) ; A) ,
x

ce qui implique, entre autre, que si vérifie (jjj), Définition 5.1, alors lQs 
la vérifie aussi.

S8 !

(2) Q (w ; A) pourrait être égale à S (w ; A).
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(b) Supposons que ‘Qs soit perm anente discontinue et que 'FT soit 
continue à gauche en t  au point t — s. Alors

lim (*Qf (zi) ; A) —  Q (w ; A ))\(s — t) =  q (t ,w  ; A)
s 31

perm et d ’écrire, pour r < t,

I lim rï l t ((w ,-x) ; d w ’) (Q s (w ! ; A) — Q (w ' ; A ))\(s — t) =
J s 31 w

=  rTlt ((w  , x) ; d w f) q ( t , w r ; A) .
w

En utilisant la relation (1.6) et en sortant la limite de sous le signe somme 
pour les mêmes raisons que précédemm ent, il vient:

lim (T T  ((w , X )  ; A) — rn* ((w  , x) ; A ))/0  — /) -
S t t

— J  TC ((w  , x) ; d w') q (t ,w r ; À) .
w

Faisant alors r  f  t et utilisant la continuité à gauche de *TLS en t, nous obte
nons (jj), Définition 5.1, pour tHs. Rem arquons de plus que

(5-9) re ( t , (w  , x) ; A) =  j" Il {(w , x) ; d«/') q ( t , w  ; A)
W

et donc que tu vérifie la condition (jjj), Définition 5.1, si q la vérifie.
(c) Supposons que tQs soit perm anente discontinue et *P == P pour 

tout t e  T. Alors tFs est perm anente discontinue puisqu’il suffit d ’écrire que

*Pf (w ; B) — P (w ; B) =  j  (*QJ (w ; d w r) — iQt (w  ; d w'J) P (w r ; B).
w

L a dém onstration s’achève alors en utilisant la même technique de passage 
à la limite que dans le cas précédent. De plus, nous avons

(5-IO) p  ( t , w  ; B) =  j" q (t }w  ; d w') P (w ' ; B) .
w

Finalem ent, nous obtenons:

P ro p o s i t io n  5-S- — é>ï ^ls est permanente discontinue, si =  Q pour 
tout t e  T  et si ^P =  P pour tout t e  T, alors *nV Q J et P̂* sont permanentes 
discontinues.

5.3. Considérons quelques cas particuliers qui nous intéresse.
(a) Supposons que (A , d ) =  (B , oB) =  (C , (£) =  (W , ^P) et *F* =  

—*GS =  *HS =  *QS pour tout t , s e T, t  <  s. Alors (5.4) devient la relation de
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C hapm an-K olm ogorov (1.5). Si ‘Qs est perm anente discontinue, alors (5.5) 
devient l'équation du passé (backward) de Kolmogorov-Feller sur lQs:

(S-11) 3 Q (w, A) = — j q ( t , w ; d w ' ) fQs ( w' ; A)
w

pour tout t < s, et (5.6) devient F équation du fu tu r  (forward) de Kolmogorov- 
Feller sur *QS:

(5-!2) j-Q . &  ’ A) =  j  Xy (w ; dw ’) q (s , w'  ; A)
W

pour tout s ~> t.
Il est clair que nous pouvons tenir compte dans (5.11) et (5.12) d ’une 

décomposition de q du genre de celle indiquée par (5.2), ou bien utiliser (5.3).
(b) Supposons que (A , d) =  (W X X , W  ® 9C), (B , cB) =  (C , @) =  

=  (W , W ), *FS =  fGs =  BP et 'H ' =  *QS pour tout t , s e T , s <  t. Alors (5.4) 
devient la relation (1.6). Si *Qf est perm anente discontinue et si 'IT  est con
tinue a gauche, alors (5.6) devient F équation du fu tu r  (forward) sur *IB :

(5-13) ^  ’ AL =  I 'H ' ((w  , X) ; d w ’) q(s ,w '  ; A)
W

pour tout s > t. Si 'iB  est perm anente discontinue et si tQt =  Q , fQs l’est 
aussi (cfr. Proposition 5.4) et alors (5.5) devient F équation du passé (back
ward) sur /IB :

(5-*4) ~ 11 f ’X) ’ A) =  — j  n ( t , (w , x)  ; d w') eQs (w ' ; A)
W

pour tout t < s.
(e) Supposons que (A , d) =  (B , cB) =  (W , W )  , (C , ß) =  (X , AT), 

*FS =  tH s — B J et *GS =  fQs pour tout t , s 6 T  , s <  t. Alors (5.4) devient la 
relation (1.7). Si *QS est perm anente discontinue et si B J est continue à droite 
en t, alors (5.5) devient F équation du passé (backward) sur B k

(5-TS) 3 P (w , B) = —  ‘ q (t , w ,  dw')  *PS ( w ’ ; B)
W

pour tout t <  s. Si B f est perm anente discontinue et si /Qf est continue à 
droite en alors (5-b) devient F équation du fu tu r  (forward) sur B k

(S.16) =  j  lQs (w ; dw')  p  (s , w ' ;B)
W

pour tout >X.
Il est égalem ent possible d ’obtenir de telles équations pour l,C' et B B

R em arquons aussi que dans le cas homogène, l’équation (5.13) coïncide 
avec l’équation (5.14), de même que (5.15) avec (5.16).


