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G eom etria  d ifferen zia le . —■ Connessioni e curvature nel fibrato 
I S O ( E , F ) (* (**)). N o t a i  di A l b e r t o  D e l  F r a  e G i u l i a n o  R o m a n i,  
presentata dal Corrisp. E . M a r t i n e l l i .

Summary. — N. Teleman’s generalized connections in the fiber bundle ISO (E , F) 
are studied. Some relations between these connections and infinitesimal connections in the 
principal bundles associated with the vector bundles E , F, are obtained. Geometric inter­
pretation of the curvature of a generalized connection is given.

Introduzione

In  due recenti Note [4] N. Telem an ha introdotto nozioni di connessione V, 
e di cu rvatu ra  D, generalizzanti quelle classiche. V è presentata come spezza­
m ento di una successione esatta corta di algebre di Lie; Q è definita form al­
m ente a partire da V. Nel presente lavoro studiam o le suddette connessioni 
generalizzate in casi di particolare interesse geometrico.

Assegnati due fibrati vettoriali E , F  di egual dimensione sopra una stessa 
varietà differenziabile M, consideriamo il fibrato ISO (E , F) che ha per fibra 
su x  e M  gli isomorfismi di E* su Fx . Nei §§4, 5 m ostriam o che nel fibrato 
ISO (E , F) una connessione generalizzata può interpretarsi in modo geo­
metrico semplice in relazione ad opportune connessioni infinitesimali ordi­
narie nei fibrati principali associati ad E , F.

Stabiliam o inoltre che tram ite V si può definire una nozione di « trasporto 
parallelo» di un isomorfismo di ISO (E , F) (n. 5.5).

Successivamente (§6) studiam o la curvatura Q associata a V, precisando 
il legame geometrico tra  Û e le curvature delle connessioni infinitesimali 
suddette, stabilendo altresì per ß  una interpretazione relativa ad un trasporto 
lungo un circuito infinitesimo (n. 6.2).

i. P reliminari

i . i . Richiam iam o qui la nozione di connessione generalizzata di N. T e­
lem an ([4], N ota I) in una forma lim itata, com prensiva dei casi appresso 
studiati.

Sia M una varietà differenziabile reale paracom patta di dimensione r  
di classe C°° (1), e T  (M) il suo fibrato tangente. Con T  (T) denoterem o l’al­
gebra di Lie dei campi tangenti ad M (sezione del fibrato T  (M) ->M ).

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 
le Strutture Algebriche e Geometriche e loro Applicazioni. (La ricerca è stata svolta in colla­
borazione dai due Autori; G. Romani ha trattato particolarmente gli argomenti dei §§ 2, 
3, 5 è A. Del Fra quelli dei §§ 4, 6).

(**) Nella seduta del 14 aprile 1973.
(1) Tutti gli oggetti geometrici che considereremo saranno supposti tacitamente di 

classe C°°.
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Sia P una R -algeb ra  di Lie, do tata come FÇT), di s tru ttu ra  di g (M )-m o - 
dulo (g’(M ) algebra delle funzioni reali su M), che induca quella di R -m o- 
dulo che P già possiede. Supponiam o che P sia ottenuta con una estensione 
di F  (T), cioè esista un g  (M )-m orfìsm o di moduli, ed R-m orfism o di algebre 
di Lie, di P su JP(T), tc : P -> F (T ) .

i . i . i .  D efin iz ione . Una connessione generalizzata nelVestensione pre­
detta è un morfismo di 5  (JA)-moduli (non necessariamente di algebre d i L ie ) 
V : I \ T )  —> P, inverso destro d i tz.

1.2. Siano E —— >M , F — due fibrati vettoriali reali o complessi 
^-dim ensionali su M. Supporrem o nel seguito che E ed F siano costruiti, confié 
sem pre lecito, a partire  dalla stessa famiglia di aperti di M : 11 =  {U a } che 
banalizzano E ed F, essendo {(Ua , cpa)} un atlante che rappresenta M. Ind i­
cheremo con gfrx le funzioni di collegamento di E e con h$a quelle di F.

Consideriam o il fibrato ìu : I S O ( E ,F ) - > M , che ha per fibra su ogni 
x  eM. la varietà ISO (E*, F*) degli isomorfismi di E* su Fx .

Fissato un aperto U a , per ogni x  e U a le fibre E* ed F* si rappresentano 
biunivocam ente in modo determ inato su K” (K =  R  , C), in base alla predetta 
banalizzazione locale. C orrispondentem ente ISO (Ex , Fx) si rappresenta sul 
gruppo lineare GL (n , K) e le restrizioni ISO (E , F) |Ua si rappresentano 
su U  or X GL (n , con un isomorfismo determ inato che, per brevità, diremo 
isomorfismo locale.

Si vede facilmente che il fibrato ISO (E , F) può allora anche pensarsi 
costruito a partire dagli isomorfismi locali ISO (E , F) |Ua =  U a x G L  (n , K). 
Precisamente

I S O ( E , F ) =  Ù ( U « X G L ( « ,K ) ) / - -

dove |_J indica fiunione disgiunta e l’equivalenza ^  è definita ponendo per 
(x ,g) e U a x G L  (n , K), (x , h) e U ßX GL (n , K) :

(x . g) ~  (x , h) «=> h =  hça (x)g-g$a (x) .

Se E è il fibrato banale su M : E ^ M x K ” =  l n, ISO (E , F) non è 
altro che il fibrato principale associato ad F, 7zd : F^ =  ISO ( în , F) ->M . 
In  questo caso è definita u n ’azione a destra di GL (n , K) su F^. T ram ite 
tale azione a destra è possibile dare la nozione di campo invariante a destra 
di F^. Denoterem o con 3£^(F^) l’algebra di Lie dei campi tangenti ad Fd 
invarian ti a destra.

A nalogam ente se F  — l n, nel fibrato ?cs : Es =  ISO (E , l n) -> M è defi­
nita u n ’azione a sinistra di GL (n , K) e rim ane individuata l’algebra di Lie 
dei campi tangenti invarianti a sinistra %S(FS).

Se E , F. sono fibrati arb itrari non è definibile u n ’azione globale di 
GL ( n , K) né a destra né a sinistra. T u ttav ia  si presenta la circostanza 
seguente. Fissato U a , e quindi l’isomorfismo locale ISO (E , F )^  ^  
— U a X GL (n , K), in corrispondenza alle traslazioni destre e sinistre di
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GL {n , K) resta definita sia u n ’azione a destra che u n ’ azione a sinistra del 
gruppo GL (n , K). Su tale restrizione del fibrato ha dunque senso parlare 
di campi tangenti invarianti a destra e di campi tangenti invarianti a sinistra. 
D ati però due aperti U a ,U ß non disgiunti, se so p raU a f iU ß è definito un campo 
invariante a destra rispetto ad U a , lo stesso campo, considerato rispetto 
ad U ß, si dim ostra essere som m a di un campo invariante a destra e di uno 
invariante a sinistra. Analogam ente avviene considerando sopra U a un campo 
invariante a sinistra.

Si è così portati a considerare, per ogni U a , campi somma di uno inva­
rian te a destra e di uno invariante a sinistra, in quanto si dim ostra che tale 
carattere risulta indipendente dall'aperto considerato (e cioè dal corrispondente 
isomorfismo locale).

U n  campo definito su ISO (E , F) che, per ogni U a , possa considerarsi 
come som m a di un campo invariante a destra e di un campo invarian te a 
sinistra, lo diremo campo invariante misto.

Si può verificare che la parentesi di Poisson di due cam pi invarianti 
m isti è ancora un campo invariante misto; quindi si può parlare dell’algebra 
di Lie dei campi invarianti misti: (ISO (E , F)) (2h

Studierem o le connessioni definite in 1.1. lim itatam ente ai casi in cui 
sia P =  l d , 9c , , Xm .

2. Connessioni g e n e r a l i z z a t e  in ISO OC, F) e in ISO (E , ì n)

2.1. Com ’è noto una connessione infinitesimale Vd in Tzd : Fd ->M con­
siste nell’assegnazione di una distribuzione invariante a destra soddisfacente 
alle proprietà seguenti. D etto D d(u) lo spazio della distribuzione tangente 
in u e Fd :

i) D d(u) d ipenda differenzialmente da u; 

ii) (V>*|DrfW: D </0) sia un isomorfismo.

Nella il) con (nd)^ si è indicato il differenziale di nd .
La connessione Vd perm ette di « sollevare » un campo X e JT (T) in un 

campo V^(X) e %d (Fd). Si stabilisce così una corrispondenza, che denoteremo 
ancora con Vd : T (T) -> %d(Fd), che è chiaram ente un morfismo di fy (M )-m o- 
dyli inverso destro di izd : dcd(Fd) JP(T) (nd morfismo indotto ■in ^ ( L )
da ( ^ ) J -

A ppare così che le connessioni infinitesimali rientrano in  qtielle genera- 
lizzate definite nella i . l . i .

Non è difficile verificare che per P =  d£d(Fd) ogni connessione genera­
lizzata individua una ben determ inata connessione infinitesimale, ovverosia 
una distribuzione invariante a destra soddisfacente alle 7), ii).

(2) Cfr. [4], Nota IL
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2.2. Per un fissato aperto U  e U si consideri l’isomorfismo locale 
kJ  ( U ) ^ U x  GL (n , K), che, per comodità di simboli, penseremo come 
identificazione. Il fibrato tangente T ^ J ^ U ) )  risulta allora isomorfo al fibrato 
banale su U x G L  (n , K) con fibra W  © g l  (n , K) (g l (n , K) algebra di Lie 
di GL {n , K)). Se (x ,g)  € U  X G L (n , K), identificheremo lo spazio tangente 
in (x ,g)  a T„(U ) © g l (n , K).

Sia <7 : LI -a- U  X GL (n , K) la sezione unitaria definita da a (x) =  (x , e) 
con <? m atrice unità di GL (n , K). U n  campo Y invariante a destra su 
TU (U) rim ane individuato dai valori assunti su a(x). Precisam ente denotato 
con Y  (x ,g) =  (X  (x) , A  (x ,g)) e T x U  © g l  (n , K) il valore di Y in  (x ,g) e 
6 U x G L ( » ,K ) ,  si ha: Y (x ,g)  =  (X (x) , A  (x , é)g), dove si denota con 
la moltiplicazione a destra p e r^  la trasform azione che subisce A (x  , e) e g l (n , K) 
operando con il differenziale della traslazione destra definita da g  in GL (n , K). 
Per Y =  V^XJjj potrem o allora scrivere:

2.2.1 Vd X ( x , g )  =  ( X ( x ) , r ( X( x ) , x ) g )  , r(X(x)  , x ) e g l ( n , K )  

ovvero con simbolismo com patto

2 . 2.2 v^x = (x, rx).

2.3. Nel caso del fibrato ns : E f -> M , non è classicamente definita una 
nozione di connessione. È però im m ediato verificare che un morfismo di 
% (M)--moduli V, : r  (T) -> 3£,(Ef) inverso destro di tcs : XS(ES) F  (T) 
(71̂  morfismo indotto dal differenziale di 7^), ovverosia una connessione 
generalizzata, equivale alla assegnazione di una distribuzione invariante a 
sinistra su E,, verificante i), it) del n. 2.1.

Vedrem o in seguito come possa interpretarsi geom etricam ente una con­
nessione generalizzata del tipo V ,.

Anche orä, in analogia a quanto visto nel n. 2.2, fissato un aperto U  e 11, 
possiamo dire che un campo Y  invariante a sinistra su ^"^ (U ) rim ane indi­
viduato dai valori assunti su a (x) in quanto risulta Y (x ,g) =  (X (x) , B (x,g))  =  
=  (X (x) , gB (x , e)) e T^(U) ® g l (n , K), dove la moltiplicazione a sinistra 
Pe r iT della m atrice B (x , e) e g l (n , K) denota il differenziale della traslazione 
sinistra definita da g  in GL (n , K). Per Y =  V, X |0 avrem o allora:

2.3.1 VsX ( x  ,g)  =  (X (x) , gA  (X (x) , x)) A (X (x) , x) £ g l (n , K) 

ovvero anche, com pattam ente:

2-3-2 V, X =  (X , AX) .

Osservazione. -  Sia T ( X (* ) ,* )  nella 2.2.2, sia A (X  (* ) ,* )  nella 2.3.1 
sono, per x  fissato, m atrici funzioni lineari di X (x), essendo Vd , V, m or­
alismi di spazi vettoriali (cfr. 1.1.1).

41. — RENDICONTI 1973, Vol. LIV, fase. 4.
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3. Co n n essio n i generalizzate  in  ISO (E , F)

3.1. Siano ora E  ->M  ed F ->M  i due fibrati di cui al n. 1.2.
Il differenziale tu* : T (IS O  (E , F)) -> T (M ) di ïï : ISO (E , F) ->M  indi­

vidua un morfismo di algebre di Lie tu : (ISO (E , F)) -> FÇT). Una con­
nessione generalizzata in ISO (E , F) è un morfismo di % (M) -moduli 
V : jP(T) -> dcm inverso destro di tu. Vedremo in seguito quale interpretazione 
geom etrica abbia una tal connessione V e come si leghi ai due precedenti 
tipi di connessioni Sjd e V .

3.2. Anche nel caso attuale, per una carta (U , 9) assegnata, resta deter­
m inato l’isomorfismo ì t V u )  X GL (n , K ), e lo spazio tangente in (pc , g)  
è isomorfo a TX(U) ® g l (n , K). U n campo Y invariante misto su tu 1 (U) 
si potrà allora scrivere nella form a (previe le solite identificazioni):

3.2.1 Y ( x  ,g)  =  ( X  (x) , A  (x , e)g  +  g B  (x , e))

dato che, per definizione, Y è somma di un campo invariante a destra e di 
un campo invariante a sinistra.

La 3.2.1 m ostra che anche Y rim ane individuato dai valori assunti sulla 
sezione unitaria a(x).  Si osservi però che (pur essendo fissati gli isomorfismi 
di cui sopra e quindi la sezione unitaria) i vettori A  (x , e) e B (x , è) non 
sono individuati dal campo Y. Di fatto si verifica im m ediatam ente che, per 
ogni Y, si ha anche

Y(* ,g) =  (x O ) ,A (* ,  e)g  +  ̂ B (*  . e))

se e soltanto se in ogni punto x  e U  si ha: A  =  A  +  H, B =  B —  H, con 
H elemento del centro di g l (n , K).

Per Y — VX |n potrem o scrivere

3.2.2 V X (*  ,g) =  (X (*) , P ( X ( * ) ,* ) ^  + M ( X W  , X)) ,

r  (X (x) , x ) ,  A (X (x) ,x )  Egl (n , K)

o più semplicemente

3.2.3 v x  =  ( x , r x  +  A X ).

4. C o lle g a m e n to  t r a  l e  c o n n e s s io n i V , Vd , V*.

4.1. Sia E^ Xm Fd il prodotto fibrato di Ê . , F^ su M. Si denoti con 
0 : E , Xm F,/ -> ISO (E , F) Lapplicazione canonica o ttenuta sulla fibra su 
i t M  com ponendo un isomorfismo di E^ -> K n con un isomorfismo di K*-> F*.

Localmente, sopra l’aperto U, KsX u F d si può rappresentare (attraverso 
le idèntificazioni fatte in Ks , F^) con U  X GL (n , K) X GL (n , K) e la appli­
cazione 0  viene espressa al modo seguente:

0  (x , b , a) =  (x , ab)4.1 .i x  E U  ; b , a E GL ( n , K) .
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Differenziando 0  si ottiene:

©* : , T  (Ë, XM T  (ISO (E , F)) .

Se ( X , B ,  A) è un vettore tangente ad U  X GL (n , K) X GL (n , K) nel 
punto (x , b , a) allora

4-1-2 0 * (X , B , A) = .(X  , Ab  +  aB)  .

U n vettore tangente a E , x MF^ nel punto ( h , k) e ESìXx F diX C Esx m Fd , 
si può identificare con una coppia di vettori tangenti A e T ^ (Ë ,) ,  B e T* (F^) 
tali che

A 1-3 ( V ,) * A  =  f ô / ) *  B  .

Viceversa una tale coppia di vettori individua un vettore tangente ad E.XmF^* 
D a ciò segue che due campi tangenti B e Xs (Ë J, Ä e Xd (Fd) verifi­

canti per ogni coppia di punti h e ESfX, k e Fd)X la 4.1.3? definiscono un 
campo tangente (che denoterem o con B © M Ä) a Èsx MFd . L ’insieme delle 
coppie B , A con la suddetta proprietà sarà denotato Xs @ M 3td . Passando 
di nuovo alle considerazioni locali, deduciam o dalla 4.1.2 che 0 _̂ (B @M Ä) | 
è un campo invariante misto su ISO (E , F ) ^ .  Infatti i campi Ä , B si pos­
sono descrivere localmente

B (x , b) =  (X (x) , bB(x))

Ä (oc, a) — (X (x) , A (x) a) 

dove X è un campo tangente su U  e A , B : U  ->g l (n , K), e quindi 

(B (x , b) ©m Ä (x , a)) — (X (x) , A  (x) ab ©  ab B (x)) . 

Concludiamo dunque che 0 ^ induce un morfismo

Xm : % s  ©  M ?

che risulta di 5  (M )-m oduli. Considerazioni locali m ostrano che %u per ogni 
U  e U è un epimorfismo. Poiché M è paracom patto si ottiene che xM è un 
epimorfismo.

Si può osservare inoltre che relativam ente ad ogni U e U ,  dcs , Xa- , 
© u risultano % (U )-m oduli liberi di dimensione finita. Con l’ipo­

tesi di paracotnpattezza della base M, si può provare che tu tti gli 3 (M )-m o- 
duli Xs , Xd , XtS © m ^ ,  sono proiettivi. In  particolare risulta l’esistenza di 
un % (M )-m orfism o inverso destro di xM (3) •

00 : X m X s ©m d e ­

siano  VSi: F  (T) -> Xs(Es), : r  (T) -> Xd (Fd) due connessioni gene­
ralizzate. Ossérviamo che per ogni campo X e F  (T), Ja coppia (V ,X , V^X)

(3) Cfr. [3], Gap. I, n. 6.
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appartiene a © M^  e dunque definisce in una m aniera canonica una 
connessione generalizzata V in ISO (E , F), definita dalla composizione

V: r(T)
v © v.

©M

Siamo adesso in grado di concludere con il seguente

4.1.4. T e o r e m a . -  Ogni coppia di connessioni FI s , in  E^ , F^ indi­
vidua in modo canonico una connessione V in ISO (E , F). Viceversa, per ogni 
connessione V in  ISO (E  , F) esiste (almeno) una coppia di connessioni gene­
ralizzate V, , Vd in E„ , F^ che inducono canonicamente V.

R im ane da dim ostrare la seconda parte del teorem a.
A ssegnata infatti una connessione V : T  (T) -> Xm, per ogni X e F  (T) 

il campo coVX e x s © M 3̂  si spezza univocam ente, come precedentem ente m o­
strato, in una coppia di campi, che denoteremo con V^X , VdX  (VSX  e %S(ES), 
'Vd X E ï^(F ^)). Le corrispondenze

X ^  v , X 
X v ^ x

sono le richieste connessioni.

Osservazione. -  Due coppie distinte di connessioni (V* , Vd) , (V* , V,/) 
possono individuare la stessa connessione V in quanto il morfismo co non è 
unico. Localm ente si può arrivare alla stessa conclusione scegliendo 
(V, , :V,) , (v ; , Vd) al modo seguente:

Vj x  (x ,g) =  (X(x)  , g A ( X ( x ) , x ) )  ,

V  x  (x , g) =  (X (x) , r  (X ( x ) , x)g)  ,

V , X ( x , g )  =  (X (*) , g ( A ( X ( x ) , x )  + H ( , ) ) )  ,

■ V d ^ ( x  ,g) =  (X  (x) , ( r  (X (x) , *) — H (x))g)

con H (x) elemento del centro di gl  (n , K). Infatti, am bedue le coppie defi­
niscono la stessa connessione V:

4.3.5 V X ( x , g ) = { X ( x ) , r ( X ( x ) , x ) g + g A ( X ( x ) , x ) ) .

Porrem o perciò <4> V =  V* #  =  V  #  Vj  .
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