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Geometria differenziale. — Connessioni ¢ curvature nel fibrato
ISO(E,F)®. Notal di ALserto DEL Fra e Gruriano Romant,
presentata ™ dal Corrisp. E. MARTINELLI.

SUMMARY. — N. Teleman’s generalized connections in the fiber bundle ISO (E, F)
are studied. Some relations between these connections and infinitesimal connections in the
principal bundles associated with the vector bundles E, F, are obtained. Geometric inter-
pretation of the curvature of a generalized connection is given.

INTRODUZIONE

In due recenti Note [4] N. Teleman ha introdotto nozioni di connessione V,
e di curvatura Q, generalizzanti quelle classiche. V & presentata come spezza-
mento di una successione esatta corta di algebre di Lie; Q & definita formal-
mente a partire da V. Nel presente lavoro studiamo le suddette connessioni
generalizzate in casi di particolare interesse geometrico.

Assegnati due fibrati vettoriali E , F di egual dimensione sopra una stessa
varieta differenziabile M, consideriamo il fibrato ISO(E,F) che ha per fibra
su x €M gli isomorfismi di E, su F,. Nei §§ 4, 5 mostriamo che nel fibrato
ISO (E, F) una connessione generalizzata pud interpretarsi in modo geo-
metrico semplice in relazione ad opportune connessioni infinitesimali ordi-
narie nei fibrati principali associati ad E , F.

Stabiliamo inoltre che tramite V si pud definire una nozione di « trasporto
parallelo » di un isomorfismo di ISO (E, F) (n. 5.3).

Successivamente (§ 6) studiamo la curvatura Q associata a V, precisando
il legame geometrico tra £ e le curvature delle connessioni infinitesimali
suddette, stabilendo altresi per Q una interpretazione relativa ad un trasporto
lungo un circuito infinitesimo (n. 6.2).

1. PRELIMINARI

1.1. Richiamiamo qui la nozione di connessione generalizzata di N. Te-
leman ([4], Nota I) in una forma limitata, comprensiva dei casi appresso
studiati.

Sia M una varieta differenziabile reale paracompatta di dimensione 7
di classe C* @, e T(M) il suo fibrato tangente. Con I'(T) denoteremo 1’al-
gebra di Lie de1 campi tangenti ad M (sezione del fibrato T (M) —M).

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per
le Strutture Algebriche e Geometriche e loro Applicazioni. (La ricerca & stata svolta in colla-
borazione dai due Autori; G. Romani ha trattato particolarmente gli argomenti dei §§ 2,
3, 5 ¢ A. Del Fra quelli dei §§ 4, 6).

(**) Nella seduta del 14 aprile 1973.

(1) Tutti gli oggetti geometrici che considereremo saranno supposti tacltamente di
classe C*.
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Sia P una R-algebra di Lie, dotata come I'(T), di struttura di §(M)-mo-
dulo (F(M) algebra delle funzioni reali su M), che induca quella di R—mo-
dulo che P gia possiede. Supponiamo che P sia ottenuta con una estensione
di I" (T), cio¢ esista un & (M)-morfismo di moduli, ed R-morfismo di algebre
di Lie, di P sz I'(T), =: P - I'(T).

1.1.1. DEFINIZIONE. Una connessione generalizzata nell estensione pre-
detta ¢ un morfismo di F(M)y—moduli (non necessariamente di algebre di Lie)
V: I'(T) = P, énverso destro di .

1.2. Siano E—2-+>M, F—2+M due fibrati vettoriali reali o complessi
n—dimensionali su M. Supporremo nel seguito che E ed F siano costruiti, com’é
sempre lecito, a partire dalla stessa famiglia di aperti di M : Il = {U,} che
banalizzano E ed F, essendo {(U,, 9,)} un atlante che rappresenta M. Indi-
cheremo con gy, le funzioni di collegamento di E e con /g, quelle di F.

Consideriamo il fibrato 7: ISO(E, F) —-M, che ha per fibra su ogni
x €M la varieta ISO(E, , F,) degli isomorfismi di E, su F,.

Fissato un aperto U,, per ogni x € U, le fibre E, ed F, si rappresentano
biunivocamente in modo determinato su K” (K = R, C), in base alla predetta
banalizzazione locale. Corrispondentemente ISO(E,, F,) si rappresenta sul
gruppo lineare. GL (%, K) e le restrizioni ISO (E,F)|Ua si rappresentano
su Uy XGL (7, K) con un isomorfismo determinato che, per brevitd, diremo
isomorfismo locale.

Si vede facilmente che il fibrato ISO (E, F) pud allora anche pensarsi
costruito a partire dagli isomorfismi locali ISO (E | F) ’Uoc ~ U,XGL (», K).
Precisamente :

ISO(E, F) = [ | (UyXGL (%, K))/~

dove || indica l'unione disgiunta e I’equivalenza ~ & definita ponendo per

(x,2)€U,XGL (#,K), (x,/%)€UyXGL (#,K):
(,8) ~(x, k) &= h = hg(2)g g6a (%) -

Se E ¢ il fibrato banale su M: E=>~MxK*=1,, ISO(E,F) non &
altro che il fibrato principale associato ad F, =, : ?‘d= ISO1,,F) —-M.
In questo caso ¢ definita un’azione a destra di GL (,K) su F,. Tramite
tale azione a destra & possibile dare la nozione di campo invariante a destra
di f‘d. Denoteremo con Hid(ﬁd) l'algebra di Lie dei campi tangenti ad F,
invarianti a destra. '

Analogar‘hente se F=1,, nel fibrato %,: E: =ISO(E,1,) - M ¢ defi-
nita un’azione a sinistra di GL (#,K) e rimane individuata l'algebra di Lie
dei campi tangenti invarianti a sinistra ¥, (Es)

Se E,F sono fibrati arbitrari non ¢& definibile un’azione globale di
GL (#,K) né a destra né a sinistra. Tuttavia si presenta la circostanza
seguente. Fissato U,, e quindi Iisomorfismo locale ISO (E, F)1Uoc o
= U,X GL (#,K), in corrispondenza alle traslazioni destre e sinistre di
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GL (7, K) resta definita sia un’azione a destra che un’azione a sinistra del
gruppo GL (2, K). Su tale restrizione del fibrato ha dunque senso parlare
di campi tangenti invarianti a destra e di campi tangenti invarianti a sinistra.
Dati pero due aperti U, , Ug non disgiunti, se sopra U, N'Ug & definito un campo
invariante a destra rispetto ad U,, lo stesso campo, considerato rispetto
ad Ug, si dimostra essere somma di un campo invariante a destra e di uno
invariante a sinistra. Analogamente avviene considerando sopra U, un campo
invariante a sinistra.

Si & cosi portati a considerare, per ogni U,, campi somma di uno inva-
riante a destra e di uno invariante a sinistra, in quanto si dimostra che tale
carattere risulta indipendente dall’ aperto considerato (e cioé dal corrispondente
isomorfismo locale).

Un campo definito su ISO (E, F) che, per ogni U,, possa considerarsi
come somma di un campo invariante a destra e di un campo invariante a
sinistra, lo diremo campo tnvariante misto.

Si pud verificare che la parentesi di Poisson di due campi invarianti
misti ¢ ancora un campo invariante misto; quindi si pud parlare dell’algebra
di Lie dei campi invarianti misti: ¥,, (ISO (E, F)) @,

Studieremo le connessioni definite in 1.1. limitatamente ai casi in cui
sia P=2%,,%,%

m

2. CONNESSIONI GENERALIZZATE IN ISO(1,,F) E 1N ISO(E, 1,)

2.1. Com’¢ noto una connessione infinitesimale V, in %,: F, =M con-
siste nell’assegnazione di una distribuzione invariante a destra soddisfacente
alle proprieta seguenti. Detto D, (%) lo spazio della distribuzione tangente
in u€ F“d: ‘

7) D,(x) dipenda differenzialmente da u;

) (T,), \Dd(u) D, (u) — T, LM sia un isomorfismo.

Nella 77) con (%), si & indicato il differenziale di %,.

La connessione > Vg permette di «sollevare » un campo X € I'(T) in un
campo V, (X)) € X, (F ). Si stabilisce cosl una corrispondenza, che denoteremo
ancora con V,: I'(T) = X, (Fd), che ¢ chiaramente un morfismo di §(M)-mo-
duli inverso destro di =, : &“d(ﬁ 2) = I'(T) (m, morfismo indotto in %, (1*:4)
da (%,),)-

Appare cosi che le connessioni mﬁmz‘eszmalz vientrano in quelle genera-
lizzate definite nella 1.1.1.

Non ¢ difficile verificare che per P = X,(F,) ogni connessione genera-
lizzata individua una ben determinata connessione infinitesimale, ovverosia
una distribuzione invariante a destra soddisfacente alle 7), 7).

(2) Cfr. [4], Nota II.
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2.2. Per un fissato aperto U €1l si consideri I’isomorfismo locale

71 (U) ~ U x GL (2, K), che, per comodlta di simboli, penseremo come
1dent1ﬁca21one Il fibrato tangente T (%;'(U)) risulta allora isomorfo al fibrato
banale su UXGL (,K) con fibra R” ® g/ (#, K) (g/ (n,K) algebra di Lie
di GL (7, K)) Se (x,£) €UXGL (z, K), identificheremo lo spazio tangente
in (x,¢) a T,(U)®gl(n,K).

Sia 6: U > UXGL (2, K) la sezione unitaria definita da o(x) = (x,¢)
con ¢ matrice unita di GL (%, K). Un campo Y invariante a destra su
77! (U) rimane individuato dai valori assunti su o (x). Precisamente denotato
con Y(x,0) =X (x),Ax,2) €T, U®dg/ (n,K) il valore di Y in (x,g0)€
€UXGL (,K), si ha: Y(x,) = (X(x),A(x,e)g), dove si denota con
la moltiplicazione @ destra per g la trasformazione che subisce A (x , ¢) € g/ (n ,K)
operando con il differenziale della traslazione destra definita da gin GL (» , K).
Per Y = V; X[, potremo allora scrivere:

220 V,X(x,8)=(X@,[(X@,ng) , ['(X@),x)eglln,K)
ovvero con simbolismo compatto

2.2.2 V. X =X,IX).

2.3. Nel caso del fibrato %, : E, =M, non & classicamente definita una
nozione di connessione. E perd immediato verificare che un morfismo di
F(M)-moduli V,: I'(T) - X,(E,) inverso destro di =, : X,(E) — I'(T)
(r, morfismo indotto dal differenziale (%,), di %), ovverosia una connessione
generalizzata, equivale alla assegnazione di una distribuzione invariante a
sinistra su B, verificante i), 1i) del n. 2.I.

Vedremo in seguito come possa interpretarsi geometricamente una con-
nessione generalizzata del tipo V,.

Anche ora, in analogia a quanto visto nel n. 2.2, ﬁssato un aperto U €11,
possiamo dire che un campo Y invariante a sinistra su %, * (U) rimane indi-
viduato dai valori assunti su ¢ (%) in quanto risulta Y(x,g)=(X(x),B(x,g)=

=X (®),gB(x,0)€eT,(U)®gl/(n,K), dove la moltiplicazione a@ simistra
per ¢ della matrice B (x, ¢) €/ (n, K) denota il differenziale della traslazione
sinistra definita da ¢ in GL (%, K). Per Y =V, X|U avremo allora:

2.3.1 V. X(x,0) = X&) ,eAX@),x) AX®E),» €gl(n,K)
ovvero anche, compattamente:

2.3.2 V. X = (X, AX).

Osservazione. — Sia I' (X (x),x) nella 2.2.2, sia A(X (%), x) nella 2.3.1
sono, per x fissato, matrici funzioni lineari di X (x), essendo Vg, V, mor-
fismi di spazi vettoriali (cfr. 1.1.1).

41. — RENDICONTTI 1973, Vol. LIV, fasc. 4.
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3. CONNESSIONI GENERALIZZATE IN 1SO (E, F)

3.1. Siano ora E —-M ed F —M i due fibrati di cui al n. 1.2.

I1 differenziale %, : T(ISO (E, F)) - T(M) di %:ISO(E, F) —-M indi-
vidua un morfismo di algebre di Lie =: X, (ISO (E, F)) — I'(T). Una con-
nessione  genmevalizzata in 15O (E |, F) é wun morfismo di & (M)-—moduli
V: I'(T) - X, inverso destro di ©. Vedremo in seguito quale interpretazione
geometrica abbia una tal connessione V e come si leghi ai due precedenti
tipi di connessioni V, e V,.

3.2. Anche nel caso attuale, per una carta (U, @) assegnata, resta deter-
minato I'isomorfismo % *(U) =~ UXGL (z,K) e lo spazio tangente in (x 2)
& isomorfo a T,(U) ® g/ (2 ,K). Un-campo Y invariante misto su % ' (U)
si potra allora scrivere nella forma (previe le solite identificazioni):

3.2.1 Yx,0) = X&) ,Alx,e)g +gBx,e)

dato che, per definizione, Y & somma di un campo invariante a destra e di
un campo invariante a sinistra. '

La 3.2.1 mostra che anche Y rimane individuato dai valori assunti sulla
sezione unitaria c{x). Si osservi perd che (pur essendo fissati gli isomorfismi
di cui sopra e quindi la sezione unitaria) i vettori A(x,¢) e B(x,¢) non
sono individuati dal campo Y. Di fatto si verifica immediatamente che, per
ogni Y, si ha anche

Y(x,g) = (X(x),Ax,e)g +gB(x, )

se e soltanto se in ogni punto x € U si ha: A=A + H, B= B—H, con
H elemento del centro di g/ (z,K).
Per Y = VX]U potremo scrivere

322 VX(x,8) = (X(#), T(X(x), g +gAX@) , 2),
X&) ,x), AX(x),x)egl(n, K)

o pitt semplicemente

3.2.3 VX =X, I'X + AX).

4. COLLEGAMENTO TRA LE CONNESSIONI V,V,, V..

4.1. Sia I?:yXM IN*“d il prodotto fibrato di NE-v , i‘d su M. Si denoti con
0:E, xy I?‘d — ISO (E, F) T'applicazione canonica ottenuta sulla fibra su
x € M componendo un isomorfismo di E, — K" con un isomorfismo di K"— F,.

Localmente, sopra l’aperto U, E. xu F, si pud rappresentare (attraverso
le ideéntificazioni fatte in E, 'Fd) con UXGL (z ,K)XGL (7, K) e la appli-
cazione @ viene espressa al modo seguente:

4.1.1 Ox,6,a) =(x,ad) x€U; 6,aeGL(#,K).
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Differenziando ® si ottiene:
@,: T(E,xyF,) - TISO (E, F)).

Se (X,B,A) ¢ un vettore tangente ad UXGL (z,K) X GL (%, K) nel
punto (x, 4, a) allora

4.1.2 0,(X,B,A)=(X,As +aB).

Un vettore tangente a E XMi‘ nel punto (%, %) € E Xﬁdx C ﬁ XM ﬁd,

si puo identificare con una coppia di vettori tangenti A € T, (E) BeT, (Fd)
tali che

Viceversa una tale coppia di vettori individua un vettore tangente ad E, xy F‘
Da cio segue che due campi tangentl Bex (E) Ace X, (Fa,) verifi-
canti per ogni coppia di punti € E, /éeFdx la 4.1.3, definiscono un
campo tangente (che denoteremo con B @y A) a E, ><MF L’insieme delle
coppie B, A con la suddetta proprietd sari denotato ¥, ®yu X;. Passando
di nuovo alle considerazioni locali, deduciamo dalla 4.1.2 che o, B ®un A)
¢ un campo invariante misto su ISO (E , F)’U Infatti i campi A , B si pos-
sono descrivere localmente

B(x,8) = (X(x), 6B (x)
A, a)=(X(x),A()a)
dove X ¢ un campo tangente su U e A,B:U —g/(z,K), e quindi
0,B(x,8 duA(x,a) = (X(x),A®) ab + ab B(x)) .
Concludiamo‘ dunque che ©, induce un morfismo
v X, Oy, > X,

che risulta di § & (M)-moduli. Considerazioni locali mostrano che Xy per ogni
Ue€ll ¢ un epimorfismo. Poiché M & paracompatto si ottiene che Xy € un
epimorfismo.

Si puo osservare inoltre che relativamente ad ogni U €I, X, X,
X, ®u X, , X,, risultano F(U)-moduli Zibers di dimensione finita. Con I’ ipo-
tesi di paracompattezza della base M, si pud provare che tutti gli % (M)-mo-
duli ¥, ,%,,% ®uX,, X, sono proiettivi. In particolare risulta Uesistenza di
un F(M)-morfismo inverso destro di Y @

w: X, =X Oy X,.
Siano V,: T (T) - %, (is), V,: T(T) =%, (Fd) due connessioni gene-
ralizzate. Ossérviamo che per ogni campo X € I'(T), la coppia (V. X, V,X)

(3) Cfr. [3], Cap. I, n. 6.



576 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LIV = aprile 1973 [396]

appartiene a X, @y X, e dunque definisce in una maniera canonica una
connessione generalizzata V in ISO(E , F), definita dalla composizione

V.eVv C]
V: I'(T) 4%+ %, oy ¥, ——> X,

Siamo adesso in grado di concludere con il seguente

4.1.4. TEOREMA. — Ogni coppia di connessioni NV, ,V, in E,, ﬁd indi-
vidua in modo canonico una connessione N in 15O (E , F). Viceversa, per ogni
connessione V in 1SO (E ) esiste (almeno) una coppia di connessioni genme-
ralizeate V, ,V, in E F che inducono canonicamente V.

Rimane da dlmostrare la seconda parte del teorema.

Assegnata infatti una connessione V: I'(T) —X,,, per ogni X € I'(T)
il campo wVX € ¥, @y X, si spezza univocamente, come precedentemente mo-
strato, in una coppia di campi, che denoteremo conV X ,V,X (V. X € ¥, (E),
V,X €%,(F)). Le corrispondenze

X—V, X
X —V,X
sono le richieste connessioni.
Osservazione. — Due coppie distinte di connessioni (V,,V,), (Vi, V.

possono individuare la stessa connessione V in quanto il morfismo w non &
unico. Localmente si pud arrivare alla stessa conclusione scegliendo

(V,,V,),(Vi, V) al modo seguente:
V. X (x,0)=X®,eAX®),x),
VeX(x,8) = X@), I'X@),2g),
ViX(x,0)=X®,s(AX@®),x) +H®)),
VaX(x,8) = X(x), T'X(@),r)—H@x)g)

con H(x) elemento del centro di g/ (n,K). Infatti, ambedue le coppie defi-
-niscono la stessa connessione V:

4.35 VX(x,0) =X, I'X@),x)g +gAX(x),%).
Porremo percio @ V=V, 4# V, =V, # V.
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