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G e o m e tr ia . — F a sc i debolmente p o s itiv i su d i uno spazio complèsso (*\ 
N ota di V i n c e n z o  A n c o n a ,  presenta ta (**} dal Socio B. S e g r e .

Sum m ary . — Let ^  be a coherent sheaf over a compact reduced complex space 
X, L (Sr) the linear fiber space associated with Sk (&) the yUth symmetric power of
We show th a t if the zero-section of L («F) is exceptional, then H r (X ,ê (x ©  S (̂«F)) =  o forOx
every coherent sheaf ê on X and for r > 1 and sufficiently large k. Using this result, we 
deduce that, if moreover Supp — X, then X is a Moisezon space.

I n t r o d u z io n e

In  questa N ota si espongono, senza entrare in particolari dim ostrativi, 
i principali risultati di un Lavoro dell’A utore di prossim a pubblicazione.

Dato un fascio analitico coerente su uno spazio complesso com patto, 
si dice ch’esso è debolmente positivo se lo spazio lineare associato è debolm ente 
negativo nel senso di G rauert [4]. Si dà allora un teorem a di annullam ento 
di coomologia per fasci debolm ente positivi (Teorem a 1), e si generalizza 
un teorem a d ’immersione di K odaira [6] e G rauert [4] (Teorem a 3). Si dà 
inoltre la nozione di fascio positivo su uno spazio complesso e si generalizzano 
alcuni risultati di [2].

§ i .  F a s c i  d e b o l m e n t e  p o s i t i v i  e  p o s i t i v i

D ato un fascio analitico coerente ^  sopra uno spazio complesso X indi­
chiamo con S (^ ) l’algebra sim m etrica di cL Si ha S(5F) =  © Sk(p), ove

k > 0
S (©) è la yè-esima potenza tensoriale sim metrica di ; S^ (cF) è un fascio 
analitico coerente su X. Indichiam o inoltre con Y =  L(«F) lo spazio fibrato 
lineare associato a F (cfr. [3]).

Sia & un altro fascio analitico coerente su X. Posto & == & ® 0Y >
con procedim ento analogo a quello utilizzato in [1] si ottiene per ogni intero 
r >  o una filtrazione {H r (Y , &)k }keN del gruppo di coomologia H r (Y , è) 
tale che il gruppo graduato  associato sia isomorfo a ® H r (X , è ®0 S © )) ;  
inoltre si ottiene u n ’iniezione: k~°

(i)  © BT(X , ô -> FT(Y, S) .
k>0 K

Supponiam o ora X com patto. D iremo che <$ è debolmente positivo se 
L ( f )  è debolm ente negativo nel senso di G rauert [4], cioè se la sezione 
nulla di L(cF) possiede un intorno relativam ente com patto fortem ente pseu-

(*) Lavoro eseguito nell’am bito del gruppo di ricerca del C.N.R. perde  strutture alge­
briche e geometriche e loro applicazioni.

(**) Nella seduta del 14 aprile 1973.
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doconvesso. Sia T  un tale intorno. Componendo l’applicazione (1) con l’appli­
cazione di restrizione H r (Y,<§) H r (T,<£) si ottiene u n ’applicazione

© H r (X , ®0 S^($F)) H r (T , è)
£>0 x

che si dim ostra essere iniettiva. Tenuto conto che dim c TP (T , <§) <  © 00 
per r  >  1 (poiché T  è fortem ente pseudoconvesso), se ne deduce subito 
(cfr. [4], H ilfssatz 1):

T e o r e m a  i .  Sia  X uno spazio complesso compatto, %' un fascio debol­
mente positivo su X. Per ogni fascio analitico coerente <S su X esiste un intero 
positivo ko — ko (ê) tale che

H r (X , & ® ö ^ k(f))  =  o per r  >  1 e k >  ko .

Sia ancora ^  un fascio coerente su uno spazio complesso X. Supponiam o 
che su ogni fibra Y x — L  ( f )x di Y — L (^) sia data  una form a herm itiana 
definita positiva hx . D irem o che la collezione {hx}xeXb una form a herm itiana 
su L  (ßr) se, per ogni c r  G X, esistono un intorno U  di x  in X, u n ’immersione 
chiusa di L (^ ) |n in U x C ^  e una forma herm itiana definita positiva su 
U  X :

h Y i h zi zj

data da funzioni hiy indefinitam ente differenziabili su U , tali che, per ogni 
si abbia h |Y =  hy (cfr. [5]).

In  queste condizioni, direm o che W è  positivo se per ogni x  G X la fun­
zione x (y  ,z )  =  £ h iy(y) z{ zy definita su U  X Cp è fortem ente pseudocon-

L J
vessa al difuori della sezione nulla di U  X C 2*.

Questa definizione generalizza la definizione di fibrato m etricam ente 
pseudoconvesso data  in [2]. Con leggere modifiche alla dim ostrazione della 
Proposition 1 di [2] si ottengono i seguenti risultati:

P r o p o s i z i o n e  i. Sia W un fascio positivo su una varietà complessa 
fortemente pseudoconvessa. Allora L  (©) e uno spazio fortemente q-pseudo- 
convesso.

P r o p o s i z i o n e  2. Se & è un fascio positivo su uno spazio complesso 
compatto, L  (&) è uno spazio fortemente o—pseudoconvesso.

C o r o l l a r i o .  Un fascio positivo su uno spazio complesso compatto è 
debolmente positivo.

Dalla Prop. 1 e dall’iniettività dell’applicazione (1), utilizzando i teorem i 
di finitezza di [1] per la coomologia degli spazi ^-pseudoconvessi, si ottiene 
subito il

T e o r e m a  2. Sia un fascio positivo su una varietà fortemente q—pseu­
do convessa X. Per ogni fascio coerente & su X esiste un intero positivo 
ko =  ko (&) tale che

H '(X  , & ®0XS © )) =  o per r  >  q e k >  ko .
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§ 2. G e n e r a l iz z a z i o n e  d i  u n  t e o r e m a  d i  K o d a i r a  e  G r a u e r t

D ato un fibrato vettoriale V su uno spazio complesso, esso è debolm ente 
negativo nel senso di G rauert [4] se, e soltanto se, il fascio dei germ i di sezioni 
olomorfe di V è debolm ente positivo nel senso della definizione del § 1. 
In [4] G rauert dim ostra che uno spazio complesso com patto che porti un fibrato 
vettoriale debolm ente negativo può venire immerso in uno spazio proiettivo, 
generalizzando un risultato dim ostrato da K odaira [6] nel caso delle varietà 
e dei fibrati vettoriali di rango uno.

Nel caso di un fascio non necessariam ente libero localmente si ha il

TEOREMA 3. Sia  X uno spazio complesso compatto irriducibile, W un 
fascio debolmente positivo su X tale che Supp W =  X. Allora X è uno spazio 
di Moisezon.

L a dim ostrazione utilizza essenzialmente il Teor. 1, grazie al quale si 
trova un num ero finito di sezioni globali di S*(&) per un intero k opportuno, 
che separano i punti e danno coordinate locali sul com plem entare del sotto­
insieme analitico A  di X definito da: A  =  {x  £ X | ^  non è libero su 0 Xj*}. 
In  virtù di un teorem a di Rossi ([7], Theor. 3.5), si trova una modificazione 
propria X di X e u n ’applicazione olomorfa bim erom orfa di X su un sottospazio 
analitico di una grassm anniana. Se ne deduce che X è uno spazio di M oise­
zon, e quindi anche X lo è.

Con lo stesso genere di dim ostrazione, m a sfruttando l’ipotesi invece 
del Teor. 1, si ottiene infine il

TEORÈMA 4. Siano X uno spazio complesso compatto irriducibile, T un 
fascio analitico coerente su X e A  =  {x  e X  \ &x non è libero su 0 X,*}- Se l'a l­
gebra © T (X , Sk (fi)) separa i punti e dà coordinate locali su X \  A, X è

k>0
uno spazio di Moisezon.
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