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Analisi. matematica. — Swur un lemme de convergence et ses appli-
cations aux équations aux dérivées partielles d évolution non linéaives
et non monotones. Nota II di Marco Birori ™, presentata 9 dal
Corrisp. L. AmErio.

RIASSUNTO. — Si dimostrano il Lemma 2 ed i Teoremi 1 e 2 enunciati nella Nota I.

§ 2. DEMONSTRATION DU LEMME 2

Démontrons, d’abord, que {c,(x)} est bornée dans £'(Q).
Indiquons par E, I'ensemble ou |o,(x)| < K; on a

(2,1) lo,(®)| dx < | |o,(x)| dx + | | 0, ()| dx
itz flniess ]

< K mis .Q-i—J |6, (x)] dx .
O-E,
De la définition de g,(n) on a que il y a %, tel que pour # > 7., |n| =K,

&Mmn=o.
On a alors

(2,2) f |6, (x)| dxr <K mis Q + % j 6, (x) v,(x) dx < Cst.
Q Q
Démontrons maintenant que
(2,3) lim J |6, (x)| dx = o
mes(E)—->0E

(E C Q) uniformément pour 7.

Indiquons par Ey l'ensemble {x|x€E,z,(x) >N}, N > 1.
On a

(20) J 1@ de = [ fou] dx+ [ 1o, ax <

< Cst. mes E + Tif f 6, (%) v,(x) dx < Cst (mes E 4 —1%—)
Q
dont, étant N arbitraire, on a le résultat.

(*) Istituto di Matematica dell’Universitdh di Parma. Istituto di Matematica del Po-
litecnico di Milano.

(¥*) Nella seduta del 10 febbraio 1973.
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De (2,2), (2,3), pour le théoréme de Dunford—Pettis, on peut supposer
(2,5) lim* 6, () = o (%)

dans 2(Q).

Démontrons maintenant que, Ve >0, n€R, il y a 3(c, ) et z(c,n)
tels que, VE€[n—38(c,m),n+3(c,n)] et n>n(e,n),8,E) est dans le voisi-
nage de () [B, (&) —¢,By E)+<], o B, (&) By (E)) est Pextrémité inférieure

(supérieure) du segment B (n) (est possible B, (n) =— oo, B, (1) = + o0).
De la condition (6) sur B(y) on a que, Ve >o0, il y a 8 (e, ) tel que
(2,) Bu() —e<g® <Pyl +e

p.p. dans [n— &' (e,m),n+ 8 (=, ]
Considérons (e, n) et #(e,n) tels que

I ’
7 S + ey =3,
N+ 3, < Py -

Soit > n(e,n) et € [n—38(,n),n+ 3(,n)]

On a
1/n 1/n
(2,9) £.(5) = nfma—m)cp(m) dr = nfg,,@_w(m) dr .,
—1/n —1/n

De (2,6), (2,7), (2,8), (2,9) on a alors le résultat.
Démontrons, enfin, que ¢(x) € B(z(x)) p.p. sur Q.
De (2,5) pour le théoréme de Mazur il y a une suite {p,z}, pws >0

(o)
et Z pnz = 1, telle que

k=n'
(2,10) lim k_z ow&a (Vs (%)) = o (%)

dans £%(Q), donc p.p. dans Q.

Soit ¥ un point pour lequel (2,10) a lieu.

Fixons ¢ > o arbitraire.

De la partie précédente il y a 8(c, v (X)) et #(c, v (X)), tels que pour
[E—2@®) | <3(c,v(X) et 2 >n(c,v (X))

B (0 () — ¢ < £,(5) < By (0 (D) + <
De (2,10) il y a alors 7 (e, v (X)), tel que pour 7 >7i(e, v (%))
B (@) —e <8, (@ (X)) <By@®) + ¢

donc pour 7 > 7%(c, v (%))

B (0 () — £ < 23 w0 (5) < By, (0 () + <.
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De (2,10) on a alors
Br@(®) —e<o(®) <Py@®)+ec.
Etant ¢ arbitraire, on a

Bn(@(®) <o (X) < By (@X)

dont le résultat.

§ 3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

Démontrons pour simplicité le théoréme dans le cas o = o.

Nous supposons aussi #,(x) € £°(Q); on peut passer au cas général
par une simple régularisation en tronquant #,(x), [5], et en observant que
7)) =o.

Observons que, étant £,(n) € L. (R), lim g, (n) =g () dans Q?OC(R), on

n—>00

az,(n),/(m)€eCR) et

(3:1) lim 7, () = 7 (n) dans 2. (R)
(3:2) lim 7, (uo (@) = (o (%))~ dans 2"(Q).

Indiquons maintenant par {w, }:—1 une base de 22(Q) orthonormale,
qui est aussi une base de Hy(Q) et telle que w;, € H%Q), V4. Soit V,, Pespace
engendré par {w,}, |, u,, («, ) telle que

lim 2, = wu, dans Hy(Q)
(im 2, = #; dans £%(Q)).

Considérons le systéme
L) @)+ Ay () + £ n (@), W)= () ,w)e VeV,
%, (t) €V,
%,, (0) = 2y, %,,(0) = 2, .

D’apres les resultats généraux sur les systémes d’équations différentielles
on est assuré de l'existence d’une solution de (I,) dans linterval [o,4,];
les éstimations a priori qui suivent montreront que £, = T.

On a
(¥ (@) A= A2ty (O) + 8, (2 (2)) 5 %y (D)2 = (f(®) , (D)2

dont

(31 @+ [, d3) = ), 8, g
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En intégrant on a

) L, DI < Nl Iy + f 7, Gt () drr —
Q

— J ot (2, 2)) o+ f @, @) .
Q 0

On peut supposer, sans perdre de généralité, | 20, (%) | < Sup | 2y (x) |
zxeQ

p-p. sur Q; on a alors

[n] < Sup | #(x)}

donc

(3.4) f Iy (o () dx < €,

Q

ot C; ne dépende pas de 7 et 7.
On a aussi

(3:5) Jn(n) =min (0, 2 Inf g,(%)) >— 2 Sup lg()| =—C,
[n]<1 In]<1
ot C2 ne dépende pas de m et de 7.
De (373)) (3)4): (3’5) on a
3.9 2, DIy < Cs

o Cs ne dépende pas de m et . ’
De (3,6) on peut supposer, sans perdre de généralité, #, =T et

3,7) ,kfg* o, (£) = u,(?) dans £%(0,T;E)

dont

(3,8 J_l_r)r:o %, (8) = u, (%) dans £2(o,T; 2?(Q)
dont

(3:9) Lim g, (u, (1)) = 8, (, (@) ~ dans £2(0, T;£%()
et

(3,10) ”}1_1;1:: U (8) = w0, (2) dans £%(o,T; H(Q)).

De (3,7), (3,8), (3,9), (3,10) on a que u,(f) est solutioh du probléme
(1) 4 8) + A, (1) + £, (1, (0) = F ()

u,(0) =2y , %,(0)=1;.
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De (3,6), (3,7) on a
(3.11) 26, @)l < Cs
Multiplions I'équation dans (I,) par z,(#); on a
) @) wO)ga + 0,21 + (8,00, , 2,2 = (@), 2,
dont
7 @O, 1w O+ 1,0+ (2,04, 2, D)o =
= (F @), 4, + 12, B

En intégrant on a

i
612 [0l + (6,6,0), 5O 4 < 04,0), (N
0
I3

- (%;(Z) ) %n (t»gz _l_ ” %; (l‘)“/gz(O,T;gz(Q)) _I_J(f(t) ) %(f»gz =

0
T

< Ca [ 17 @ lallw@)le
0

ot C4 ne dépende pas de 7.
De (3,12) on a

[ @1+ (6,0,0) 1@ e <
0

ol C; est une constante qui ne dépende pas de #; on a alors

T
(3,13) fjg,,(u,,(t,x))u,,(z‘,x)dz‘dng5.

0 g
De (3,11) on peut supposer, sans perdre de généralité,
(3,14) im** u,(#) = #(#) dans £%(o,T;E)
(3,15) lim u,(f) =u(#) dans £*(o,T;2%(Q)).

De (3,13) et (3,15), pour le Lemme 2, § 1, on a
(3,16) im* g, (u,(, %)) = o (¢, %)
dans £'(0, T; € (Q)) et

(3,17) o(z,x)€Bu(,x)
p-p. sur [o, T]x Q.
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De (3,14), (3,16) on a
(3,18) im* 2, (£) = o' ()

dans ' (o, T; £(Q)) + £%(o, T ; H™1(Q)).

De (3,14), (3,16), (3,17), (3,18) on a que % () est solution du probléme
(I') du § 1; le théoréme est ainsi démontré. ‘

Pour eclarcir les deux conditions #(0) = %, #'(0) = u;, nous obser-
vons que, étant #''(#) € 21 (o0, T; ¢1(Q) + HH(Q), #'(®) € ™(0, T; 2(Q)),
u() €0, T; Hy(Q), (¢) est faiblement continue dans £*(Q) et u(?)
est faiblement continue dans Hg(Q).

§ 4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

Soit {f,(®)} une suite dans C(o,T;2*(Q)), telle que

(4,1) lim £,() =f(#) dans £%(o,T;H™(Q).
Considérons le probléme
(I11,) u' (@) + Au(t) + &, (2) =1, (0
%(0) = u,.

Le probleme (III,) a une solution #,(#) dans linterval [0, 2,]; les ésti-
mations a priori qui suivent montreront que #, = T.

On a
(4,2) (&) + Aw, (1) + £, (s (0) , 2, (D)2 = (fu () , 2, (D)2

dont
@) 2wl @lf= (O, 1,0)e— @) B — (80 (0 (@) , 2 D)o

On a gn(n)h}_—z(IS}LpQ[gm)[)M]z—CIM], o C; ne dépende
n=
pas de #; donc

@A 5 g7 1@l < (Ol + o) 6, B gy — ln () s

En intégrant on a
@) S lu@le <+l + f {0 () s Cal 12(5) gy — [1 20 (5) [} dis.

De (4,5) et (4,1), [3], on a
(4,6) ll2, (®)1I52 < Cs

ol C3 ne dépende pas de #; on peut donc supposer 2, = T.
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De (4,5) on a aussi
T
“7) [l o <c,
0

ol C4 ne dépende pas de 7.
De (4,3), (4,5), (4,7) on a alors

T

48) | [ 8t 3D e, 3 drax <
0 Q

ou C; ne dépende pas de 7.
De (4,8) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(4,9) lggo* &, (u, () = o ()

dans €' (o, T ; 24 (Q)).
De (4,7) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(4,10) lim® 2, () = u(?)

dans 2%(o, T ; H3(Q)).
De (4,1), (4,9) et (4,10) on a alors

(411) lim* o, (¢) = o' (2

dans £%(o, T; H™'(Q)) + ¢ (0, T ; £1(Q).
Enongons un lemme dont la démonstration est la méme du Théoréme s.1.
pag. 58 [4]:

LEMME 3. Soient ByCB CB, trois espaces de Banach et linjection de
Bo dans B soit compacte. Posons

W= {v|ves”(,T;By,v €"0,T;B)}

I S _p() y_pl < + 0.
Soit {v,} une suite dans W telle que

lim*y, =v dans W.
7—>00

On a alors

lim v, =v dans (0, T;B).

7—>00
De (4,10), (4,11) et du Lemme 3 on a alors

(4,12) lim u,(f) =u() dans (o, T ;2% (Q)).
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De (4,9), (4,12) et du Lemme 2, §1 on a
(4,13) o(t,x)€P(u(t,x)

p.p. sur [o, T]X Q.

De (4,9), (4,10), (4,11), (4,13) on a que 2z(#) est solution du probléme
(II1"); le résultat est ainsi démontré.

Pour eclarcir la condition %(0) = #,, nous observons que, étant
w @ e (0, T; Q) +H(Q) et u(?) €0, T; 2 (Q) (de (4,6)), on a
que #(#) est faiblement continue dans £°(Q).

Le Théoréme 3 a une démonstration analogue & celle du Théoréme 2 et
nous ne l’examinerons pas.
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