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Matematica. — Ur'osservazione sui gruppi finiti dotati di awuto-
morfismi di ordine p' privi di coincidenze. Nota di BENEDETTO
ScimeMI, presentata @ dal Socio G. Scorza DRAGONTI.

SUMMARY. — Let p be a fixed-point-free automorphism ‘of order " (4 odd prime)
acting on the finite solvable group G. If N(;') = [G, (p"’n—‘)] then 1= N(o) <SS Ny <

< Ny =< --- =N, =G is a normal chain with nilpotent factors NeyNi—yy -

Il Teorema che segue ¢ una variante di un risultato di F. Gross [2]
sulla lunghezza di Fitting di un gruppo dotato di un automorfismo privo di
coincidenze:

Sia o un automorfismo di ordine p* (p primo dispari) che opera semza
coincidenze sul gruppo finito risolubile G. Se N = [G, (pf’”_i>] allora

I1=Ngp <---<Nyyy <N, <:---<Ny,, =G & una catena di sottogruppi
normali in G, a quozienti NN _1y nilpotents.

Dimostrazione. Per definizione, G/N(, & il massimo quoziente di G
su cui p?"”* induce I'identit; allora p induce su G/N(, un automorfismo di
ordine "%, privo di coincidenze. Procedendo per induzione, basterda dunque
provare che Ny, & nilpotente. Posto € = "1, il sottogruppo in questione
¢ Ngy=[G,{e)] = (x1x*;x€G). Sia G un controesempio di ordine mi-
nimo. Poiché p ¢ privo di coincidenze, p non divide l'ordine | G|. Allora
¢ noto che Ny = [Ny, (¢)] e dunque, per la minimalitad, G = Ng,. Se
M =M°’==1 ¢ un sottogruppo normale di G, si ha G/M = G = [G, (¢)]
e dunque G ¢ nilpotente. Allora G ha un unico sottogruppo normale p—inva-
riante minimo, che ¢ un g-gruppo, perché G ¢ risolubile. Ne segue che il
g-sottogruppo di Sylow di G, sia Q, contiene il suo centralizzante. Per il
Teorema 2 di [2], € ¢ identico su G/Q, e dunque G = Q, nilpotente.

Si ottiene, in particolare, il risultato citato: la lunghezza di Fitting di
G non supera z. Sarebbe interessante sapere se la classe di nilpotenza di
N[N -1y € limitata da una funzione di p (cid avviene per 7 = #); cid com-
porterebbe una limitazione per la lunghezza derivata di G. Illustriamo il
Teorema applicandolo ad un caso particolare:

Sia G un gruppo finito (risolubile) dotato di un automorfismo di ordine 9,
privo di coincidenze. Allora Gs = [G,G ,G] ¢ nilpotente.

Qui infatti Ny = {(x12*°; x€G), e su G/Ny p ha ordine 3. Per
un classico risultato ([1]) G/Ngy ha classe <2, e dunque Gz < Ng,. La
congetturata limitazione per la classe di N, comporterebbe, per £ opportuno,

(*) Nella seduta del 14 aprile 1973.
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(Gg)z = 1 per ogni siffatto G. Cid sarebbe in analogia con il caso in cui p
ha ordine 4 e risulta (Gy)y = 1 (cfr. [1] e ref.).

Osserviamo infine che per p = 3 I'ipotesi di risolubilitd si pud omettere,
essendo gia garantita dalla seguente osservazione:

Se un 3-gruppo di automorfismi A agisce senza coincidenze (Cg(A) = 1)
sul gruppo finito G, allora G & risolubile.

Cid ¢ immediata conseguenza del recente risultato di J. Thompson sui
3'—gruppi semplici ([3]); infatti un minimo controesempio & un prodotto
diretto G = S1X - -+ XS, con gli S; semplici isomorfi, e dunque del tipo di
Suzuki; inoltre A opera sugli S; transitivamente, e dunque » & una potenza
di 3. Ma allora ([1]) |G| =|S,;|"=]S;| = 2 (mod. 3), mentre Cg(A) = 1
comporta |G| = 1 (mod. 3), una contraddizione.
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