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Chimica. — Reazioni chimiche condizionate dal mescolamento 
dei reagenti in moto turbolento lungo reattori tubolari omogenei. Nota 
di C arlo T revissoi e G iu se ppe  B a r b in i , presentata ^  dal Socio  
G. B. B o n in o .

SUMMARY. ■ A m athem atical treatm ent for a second order reaction occurring in a 
tubular-flow  reactor charged with two unprem ixed liquid streams is given.

In  the case of fast reaction the diffusion between particles controls the kinetic process. 
If  constancy of the interparticle exchange factor and equim olar inlet streams are considered, 
the mass balance equations give rise to a  Riccati equation which can be solved analytically.

La concom itanza di fenomeni fisici di trasporto e di fenomeni chimici 
dà luogo a leggi cinetiche del tu tto  particolari che dipendono dalle condizioni 
dinam iche e stru ttu rali che caratterizzano i processi di m edia e grande scala; 
basta ricordare l ’effetto della diffusione di m ateria e di calore, esterna e in terna 
alle particelle solide, sulla catalisi eterogenea e sui processi gas-solido non 
catalitici, l’effetto dell’assorbim ento di gas sui processi gas-liquido e g as- 
liquido-solido, e simili. Particolare attenzione è stata  rivolta in questi ultim i 
anni ai processi chimici tra  componenti liquidi discretam ente viscosi, o d istri
buiti in sospensioni di gocce in altra  fase liquida disperdente, nei quali il ruolo 
del fenomeno fisico è meno appariscente. Di fatto, l ’influenza della segre
gazione, secondo la definizione di Danckw erts [i] con cui il liquido è consi
derato un aggregato di « particelle o punti » più o meno fisicamente ind iv idua
bili (macrofluido), non è affatto rilevante se i due o più reagenti entrano in 
un recipiente di reazione dove l’agitazione provoca un m escolamento completo 
di tu tta  la massa: ad esempio nel cosiddetto tino continuo bene agitato; e 
l ’effetto è nullo se la reazione è del prim o ordine [2, 3, 4]. È chiaro com unque 
che nel fluido com pletam ente segregato la reazione ha sede nell’interno di 
ogni singola particella, m entre se v ’è possibilità di contatto tra  le particelle, 
se le gocce si rom pono e si uniscono per coalescenza, anche qui la diffusione, 
ovvero il m escolamento tra  due diverse porzioni di liquido che fino al m o
m ento del contatto hanno avuto storia diversa e quindi composizione pure 
differente, in linea di principio interviene nella cinetica del processo.

Si considerino infine due reagenti liquidi introdotti in due punti separati 
di un reattore tubolare o a flusso longitudinale: nella sezione di ingresso essi 
sono com pletam ente segregati e per reagire devono mescolarsi -  le particelle 
intercom unicare —; se la reazione chimica del secondo ordine è di per sè molto 
rap ida m entre il mescolamento in ter ed in tra-particellare  non può che pro
cedere più o meno gradualm ente lungo il tubo (fig. 1), a seconda della tu r
bolenza, la prim a è quantita tivam ente condizionata dal secondo: è questo (*)

(*) Nella seduta del io  marzo 1973.
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appunto  il caso di molte reazioni acido-base in fase liquida [5] e, per reazioni 
m oderatam ente rapide, il caso dei reattori a fiamma [6].

Non è facile spiegare e prevedere la cinetica del processo, ossia l ’anda
m ento delle concentrazioni dei reagenti lungo il reattore, anche utilizzando 
quei param etri che caratterizzano il mescolamento in regime turbolento, 
come opportune medie statistiche delle vicende delle singole particelle o dei 
vortici. Sono stati proposti vari modelli m atem atici che si distinguono per 
la scelta di questi param etri: quello di Toor [7] che fa capo al valore qua
dratico medio locale della concentrazione di uno dei componenti (il quale 
valore evidentem ente dim inuisce al progredire del mescolamento); quello 
di M ao e Toor [8], i quali applicano le equazioni della diffusione al fluido 
im m aginato come un insieme di lastre a diverse composizioni. Curi [9] in tro 
duce il « param etro  di coalescenza » come num ero medio di coalescenze ripor
tabili ad una goccia che a ttraversa il reattore; altri autori [io, 11, 12] calcolano 
la conversione col m etodo M ontecarlo in base a detto param etro.

Qui si espone il modello che, sulla stessa linea delle Note [3] e [4], fa 
leva sul fattore di scambio a tra  le particelle di un fluido parzialm ente segre
gato. Sul significato fìsico di a nel caso del tino continuo si è fatto cenno in [4]; 
per il Reattore tubolare con alim entazione separata dei reagenti esso va inteso 
per ora come grandezza em pirica che, similmente al param etro  di coalescenza, 
è proporzionale al num ero dei contatti tra  le particelle nel senso di Danck- 
werts o tra  le gocce vere e proprie, nonché all’intensità della diffusione tra  i 
com ponenti di esse: anche a va a zero per il fluido com pletam ente segregato 
e all’infinito per il fluido mescolato su scala molecolare. Nelle condizioni di 
moto longitudinale turbolento non si hanno indicazioni anche sem iquanti
ta tive sulla sua dipendenza dai num eri di Reynolds e Schm idt; la sua deter
m inazione è perciò interam ente affidata all’esperienza, m a i risu ltati dello 
sviluppo m atem atico possono fornire, com ’è ovvio, una prim a tram a di rela
zioni atte a facilitare la ricerca sperim entale. Su questo punto e, in generale, 
sulla com patibilità del presente modello con gli altri su m enzionati si riferirà 
in altra  sede. L a fig. 1 m ostra, proiettato su di un piano longitudinale del 
reattore, uno schema molto semplificato del m escolamento tra  le due correnti 
i e 2: all’ingresso la prim a è costituita dal solo reagente A, la seconda da B. 
Ad una certa distanza da ll’ingresso, tanto  m inore quanto m aggiore è la tur-
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bolenza, ha inizio il mescolamento, qui inteso come una regione entro cui 
avvengono i contatti tra  le particelle di i e di 2. Dopo i prim i contatti, nelle 
particelle i sarà diffuso un po ’ del com ponente B e nelle 2 un po ’ di A: in 
entram be potrà così avere inizio la reazione. I contatti e le autodiffusioni 
tra  particelle costituite da solo A  o da solo B nelle zone esterne alla zona di 
mescolamento sono ovviam ente inefficaci ai fini della reazione. Come si è 
fatto in [3] e [4], si suppongono le particelle di egual volume, per cui una 
data  quan tità  di A  che diffonde da 1 a 2 è com pensata da eguale quan tità  
di B che diffonde da 2 a 1. Si considera inoltre il solo caso di correnti 1 e 2 
equim olecalari.

Il mescolamento e la sim ultanea reazione chimica del secondo ordine 
con costante cinetica k  (alla tem peratu ra uniform e nel reattore) sono descritti 
perciò, in linea di principio, dalle quattro  equazioni di bilancio m ateriale in 
term ini di concentrazioni m olari di ognuno dei due componenti in ogni singola 
corrente:
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O gnuna di esse può essere assunta come definizione del fattore oc che dim en
sionalm ente vale l ’inverso di un tempo: e l’ultimo term ine appare anche 
come il prodotto  dell’inverso della scala di segregazione -  poiché oc aum enta 
certam ente con la turbolenza — per l’intensità di segregazione — o forza m otrice 
della diffusione [13]. Sebbene oc possa dipendere dall’estendersi della zona 
di mescolameqto e quindi dalla coordinata longitudinale ovvero dal tem po 
di perm anenza r  ad essa proporzionale nel moto uniform e, si supporrà in un 
prim o tem po costante. Ciò per consentire l’integrazione analitica delle 
(1 • • • 4) °he, si ritiene, presenta particolare interesse dal punto di vista 
formale. I risu ltati saranno messi a confronto con quelli dell’integrazione 
num erica corrispondente ad a ltra  posizione oc (/).

Se le correnti 1 e 2 sono equim olecolari a t  =  o, 
ad ogni t  >  o, per ragioni di sim m etria,

Al B2 e quindi,
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e sottraendo

(8)
^ *Vai ^2)

=  ----  2  OC (< Al ■'bi)

che è subito integrabile nella variabile (cK1 —  cm) per dare, essendo 
i  =  o, =  O, e per la (5) +  c\, =  A  =  r» ,

(9) A l
. y* ■ y>0 yj—2 OC/

6 B1 ~~ CA e

e sem pre per la (5) è

( IO) Cu +  ^Bl =  A '

D ’altra parte, som m ando le (6) e (7), risulta

(” )
d A i +  rBl) dcA
---------------- — ~     2 kc K , /T

d /  d /  A l b i  •

Il sistem a della (6) e (7) è dunque equivalente al sistem a delle (9) e (11): da 
queste ultim e e dalla (io ) è possibile elim inare cAl e cB1 per ottenere u n ’unica 
equazione differenziale nella variabile dipendente m isurabile cA e nella quan
tità  nota :

(I2) - i r  +  4  C4 — c°a e~ial) =  0 •

Conviene renderla adim ensionale nelle variabili y  =  cJc®A e x  =  4 a/; posto 
Ä =  kcA/8 a, si trova

(13) —  +  h (y 2 —  é?-*) =  0

cioè u n ’equazione di R iccati p riva del term ine in y .  Per risolverla si ricorre 
alla trasform azione

(h ) h Y y dY 
d x

con la quale la (13) diviene, nella nuova variabile Y,
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con che la (15) diviene 

(19) Z‘ d2 Y
dz3

dY j 2 2 vz  ~j —  4 h z  Ydz ^

cioè u n ’equazione lineare omogenea il cui integrale generale è una com bi
nazione lineare delle funzioni di Bessel di prim a specie (I0) e di seconda specie 
(Ko) modificate e di ordine zero:

(20 ) Y(g) =  Mio (2 hz) +  NK0 (2 hz).

In  v irtù  delle (14), (16) e (17) la funzione prim itiva y ( x )  risulta

(21) y ( x ) _  co [N K i (co) —  M Ii (co)] dove co =  2 he 22ä[MI0 (co) +  NKo(cù)]

D alla condizione iniziale t  =  o, x  =  o, co =  2 h, y  =  1, deriva la relazione

M
I T

Ki (2 h) —  K0 (2 K)
N I0(2Ä) +  Ii(2 h) 

che, in trodotta nella (21), porta alla soluzione cercata:

(23) y (x )
co [ m 2  K x (co) ■— m i  l i  (co)] 
2 h  [ m ±  I0 (co) +  m 2 K 0 (co)]

dove m 1 =  K x (2 h) —  K 0 (2 A); =  I 0 (2 h) +  I, (2 h).
E  per altro opportuno, per quanto  si è detto all’inizio, ottenere soluzioni 

del tipo y  — y  (t), param etriche in a: poiché sia # che h dipendono da oc, occorre 
fissare kc \ contenuto in h. Si sono scelti due tipi cinetici, con velocità m inore 
(ic-o/8 =  0,1) e m aggiore (kc°J8 =  1); dando poi ad a i valori 0,1; 0,2; 0,5; 
1,0; 00 si sono ottenute le curve y  =  y  (t) m ostrate in fig. 2 nel prim o caso 
e in fig. 3 nel secondo. L a soluzione asintotica per oc =  00 è data  dall’integrale 
della (12) in cui va a zero l ’ultim o termine; cioè, posto sem pre y  =  1 per 
t  =  o, dalla

(24) y  00

Se si vuole rip rodurre una condizione più realistica di mescolamento g ra 
duale, non c’è che porre a  come funzione del tem po di perm anenza. I dati 
di Corsin riportati in [6] potrebbero suggerire una relazione di dipendenza 
del tipo oc - A t312 con A  dipendente dalle posizioni delle luci di en trata. 
Per giungere ad un confronto più netto si è fa tta  la q u adratu ra  delle (6) e (7) 
per a  =  A t2. Procedendo nello stesso modo si ottiene l’omologa della (13) 
nella forma

, _2_
(25) -p- +  H x  3 (y 2 —  e~x~ )~o

dove

(26) A*3 H  =

a

kcA

\ 2/3 1/3
‘ A
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Risolta la (25) col metodo di Eulero modificato [14], si sono ottenute per 
K l *  ~  °>I e Per A  =  0,1; 0,2; 0,5; 1,0; 00 le curve di fig. 4. Per A ^/8  = 1 , 0  
si è tracciata  la sola curva asintotica conforme all’equazione (24) che resta 
ancora valida perchè la diversa espressione di oc influenza solo il term ine 
esponenziale della (12).

L ’insieme dei risu ltati si presta alla seguente discussione: a) a parità 
di kĉ K e fissata la legge oc — oc(/), le curve ad a o ad A  costante discendono
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in modo più rapido per valori m aggiori di a o di A: il mescolamento e lo scambio 
interparticellare favoriscono le reazione, com ’era facilmente prevedibile. 
Dal confronto delle figg. 2 e 3 è evidente che la cinetica della reazione favo
risce la conversione a parità di oc; m a nelle reazioni più veloci le curve ad oc 
costante sono molto più distanziate: il fattore di scambio agisce invero tan to  
più fortem ente quanto  più alta è kc^, cioè rende più sensibili al fenomeno 
fisico le reazioni più veloci, e viceversa; ta n t’è vero che per esempio a t  =  5 
secondi la differenza Ay  in corrispondenza dei due valori di kc°A è 0,18 per 
a =  0,1; 0,28 per oc — 0,2; 0,30 per oc =  1,0. In  ogni caso la soluzione per 
oc = 00 è molto vicina a quella per a =  1, quanto dire che l’azione di oc sul
l’andam ento della conversione lungo il reattore si sm orza oltre un dato limite.

b) Se si fa dipendere oc dal tem po ossia dalla coordinata longitudinale 
(fig. 4) la reazione ta rd a  ad innescarsi: infatti all’inizio a è più basso del valore 
costante introdotto  nella prim a soluzione (si confrontino le curve con a costante 
ed eguale al fattore di proporzionalità A  della seconda soluzione), m entre 
in seguito la lçgge quadratica si fa sentire. Per la stessa ragione le curve p a ra 
m etriche in A  sono più lontane dalla soluzione asintotica.

Le figg. 2, 3 e 4 ed ogni altra ricavabile da soluzioni delle (6) e (7) con 
diversa legge oc — oc (t) possono servire per un primo orientam ento sulla scelta 
della legge più plausibile quando si disponga delle curve sperim entali y  ~  y ( t) .  
Possono servire anche a risalire al valore di a e a stabilire quelle correlazioni 
con le caratteristiche geom etriche, del moto e del fluido, cui s ’accennava 
all’inizio. M a è ovvio che a tale scopo è più corretto applicare il m etodo dei 
m inim i quadrati (sempre noto kc%) alla (23) per oc =  costante e alle inter-
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polanti dei risu ltati num erici negli altri casi: nella specie, si è trovato  che 
polinomi di nono grado soddisfano molto bene alle soluzioni delle (6) e (7) 
che si ottengono da qualsivoglia valore positivo di B e n  si voglia fissare per 
la legge parabolica oc =  B/A

B iblio g rafia

[1] P. V. Danckwerts, «Chem. Eng. Sci.», 8, 93 (1958).
[2] R. Aris, Introduction to the analysis o f  chemical reactors, Prentice Hall, Englewood Cliffs

(1965).
[3] P. Costa e C. Trevissoi, «Chem. Eng. Sci.», 27, 653 (1972).
[4] P. Costa e C. Trevissoi, «Chem. Eng. Sci.», 27, 2041 (1972).
[5] G. V assila tos e H. L. Toor, « A .I.C h .E .J. », 11, 666 (1965).
[6] R.N. Keeler, E.E. Petersen e J.M . Prausnitz, «A .I.C h .E .J.» , 11, 221 (1965).
[7] H .L. Toor, « A .I.C h .E .J. », 8, 70 (1962); « I.E .C . Fundam . », 8, 665 (1969).
[8] K.W. Mao e H .L. Toor, «A .I.C h .E .J .» , 16, 49 (1970).
[9] R.L. Curl, «A .I.C h .E .J .» , 9, 175 (1963).

[10] D .P. R ao  e I .J . Dunn, «Chem. Eng. Sci.», 25, 1275 (1970).
[ 11 ] D .P. Rao e L.L. Edwards, « I.E .C. Fundam .», jo, 389 (1971).
[12] C.R. T re leav en  e A .H . Tobgy, «Chem. Eng. Sci.», 26, 1259 (1971); 27, 1653 (1972).
[43] R.S. Brodkey, The phenomena o f f lu id  motions, Addison-W esley, Reading Mass. (1967), 

pag. 328.
[44] J.B . SCARBOROUGH, N um erical mathematical A nalysis', J. H opkins (Baltimore) 1966, 

pag. 311.


