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Calcolo delle probabilità. — Systèmes aléatoires généralisés à 
liaisons complètes à temps continu (* (**)\  N o ta  I di G e o r g e s  l e  C a lv e  
e R a d u  T h e o d o r e s c u ,  p r e s e n t a t a 0"* d a l S ocio  B. S e g r e .

RIASSUNTO. -— Ci proponiam o di generalizzare nel caso del tempo continuo la nozione 
di sistem a aleatorio con vincoli completi, eliminandone tu tti gli aspetti deterministici. In  
m aniera più precisa, si costruiscono dei sistemi aleatori generalizzati con vincoli completi 
di tem po continuo, dove la regola deterministica di trasformazione degli stati interiori è 
rim piazzata da una regola aleatoria definita con una probabilità di transizione. Si insiste 
soprattutto  sulle equazioni integro-differenziali associate e sulla soluzione di tali equazioni. 
La costruzione è basata  sull’idea già utilizzata nel caso del tempo discreto [4].

Nous nous sommes posés le problèm e de savoir ce que pourrait être 
l’extension au tem ps continu d ’un système aléatoire à liaisons complètes 
(en abrégé s.a.Le.). Le problèm e n ’est pas nouveau. D éjà O. Onicescu [6] 
et quelques autres après lui avaient tenté de le résoudre, essentiellem ent pour 
les chaînes OM d) (dans [7] pour les chaînes OM m ultiples, dans [8] pour 
les chaînes OM avec un espace quelconque d ’états <2>, et dans [5] pour les 
chaînes OM généralisées au sens des distributions), tandis que M . losifescu [2] 
considère des s.a.l.c. quelconques.

Essayons de voir, d ’une m anière intuitive, com m ent se pose le problème.
Soient (wb)bêN. et O k)„6N. ,  N* =  {i , 2 ,• • •}, deux suites de variables 

aléatoires telles que le passage de (wn , x n) à w n+1 soit déterm iniste et le passage 
de w n à x n donné par une probabilité de transition. Si nous voulons exam iner 
le cas du tem ps continu, il est clair que le passage de n à n -fi- i de m anière 
déterm iniste n ’a plus aucun sens.

Trois voies s ’ouvrent alors à nous, i) Considérer que le passage de w t 
à , où A/ est un infinim ent petit, est déterm iniste; c’est ce que fait essen
tiellem ent O. Onicescu dans [6]. Il obtient des équations différentielles portan t 
sur les seules variables aléatoires (xf)teT, où T  est un intervalle de la droite 
réelle. Ces équations sont analogues à celles données par A. N. Kolm ogorov 
pour les processus de M arkov, la différence étan t que le noyau qui y intervient 
dépend du passé. 2) Considérer que le passage de (w t , (xr) t  <  r  <  s) à w s 
est déterm iniste, c’e s t-à -d ire  utiliser des « épaisseurs »; c’est ce que fait 
M. losifescu dans [2]. Il obtient essentiellement des équations integro-diffé-

(*) Recherche supportée par la subvention A-7223 du Conseil N ational de Recherche 
du Canada.

(**) Nella seduta del io  marzo 1973.
(1) C’est la  notion de chaîne à liaisons complètes, due à O. O nicescu  et G. M ihoc (pour 

détails, voir [3], où elles sont appelées chaînes OM). Cette notion est à l’origine de celle de 
s.a.l.c., due à M. IOSIFESCU (voir Définition 2.1.1 [3], p. 63).

(2) Quelques propriétés ergodiques ont été indiqués dans [9].
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rentielles pour un processus de M arkov associé à un pseudo-s.a.l.c. 3) Con
sidérer que le passage de (w t , x t) à w s est aléatoire, ce qui se généralise très 
bien au cas continu; mais on a alors affaire à un système aléatoire généralisé 
à liaisons complètes (en abrégé s.a.g.l.c.) tel que nous Lavons décrit pour 
le tem ps discret dans [4]. A utrem ent dit, l ’extension au cas continu d ’un 
s.a.l.c. serait un s.a.g.l.c.

Nous construirons donc des s.a.g.l.c. à tem ps continu, où la règle déter
m iniste de transform ation des états intérieurs est rem placée par une règle 
aléatoire définie p ar une probabilité de transition. Nous insisterons surtout 
sur les équations intégro-différentielles qui leur sont associées, et sur la réso
lution de ces dernières.

i .  D é f i n i t i o n s

i . i .  Soit T  un ensemble d ’indices, que l’on prendra, pour fixer les idées, 
comme une partie de la droite réelle R. Pour chaque t  e T, soient 
et ( X , /C )  deux espaces m esurables, *HS une probabilité de transition  de 
( W  X /TP ® /AI) dans (AV/AP) pour tou t t i s e  T, t  <  s, et *Pf une 
probabilité de transition  de (^W, %P) dans / X  /A I)  pour tou t t i s € T, t  <  s. 
Nous supposons de plus que *IP et sont liées par les relations de com pa
tibilité

( i . i )  fI [ \ ( w  , x) ; A) =  j fIT {(w  , x) ; dw ') rPr(w' ; d x f) rï l s((w', x ')  ; A)

rW xrX

pour tou t t  <  r  <  s, et

(1.2) fPs (w  ; B) =  j tT t (w  ; dx) rTLr ((w  , x) ; d w !) rPs (w F; B)

^XxrW

pour tou t t  <  r  <  s. Ces. deux relations joueront par la suite le même rôle 
que celle de C hapm an-K olm ogorov pour le processus de M arkov.

d é f i n i t i o n  i . i . -  L ’ensemble {(*W , *W) , ( X  , t(°£) / I T  , 'P ', t ,  s e  T, 
t  <  s } d ’espaces m esurables et de probabilités de transition, liées par les 
relations ( i . i )  et (1.2), est appelé s.a.g.l.c. (à tem ps continu).

D é f i n i t i o n  1.2. -  U n  s.a.g.l.c. { (W  , *W) , ('X  , 'A I ) , t P , rTs, t , 
s e T, t  <  s}  est appelé homogène si ( W  , %P) =  (W , ^P), (*X , *9C) =
=  (X , AI), - 'i r  =  n ^ / P J=  F - ' pour Lout t, s e T  et t  <  s.

U n s.a.g.l.c. hom ogène sera noté {(W , A7) , (X , AI), BT, P r, r  >  o}. 
Convenons de poser par la suite *H* ((w  , nr) ; A) =  ((w  , x) ; A) et

tT i (w  ; B) =  *P (w  ; B) pour tou t t  e T  et supposons que nous ne connaissions

(3) Terminologie em pruntée à la théorie m athém atique de l’apprentissage.



436 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LIV -  marzo 1973 [>98]

de la famille *PS que les *P. Nous définissons par

(1.3) *Ps(w ; B) =  J  *P(w ; dx) tI ls (pw , x) ; dw ') SP (w  ; B)

iXxsW

pour tou t t  <  s. Il est clair que fPs, défini par (1.3) vérifie (1.2) et que donc, 
pour définir un s.a.g.Le., il nous suffit de connaître les éléments suivants:
. { (W  , *W) , ('X  , '9C) ,'n V P ,  * , j  e T, * <  s}.

1.2. Considérons la probabilité de transition de ( W  , %P) dans ( W  , S(SIV) 
définie par

(1.4) *QS(w  y A) =  j  *P(w ; dx) *HS((w , x) ; A)
*x

pour tou t t  <  s; pour simplifier, prenons tQt définie par la même formule
(1.4) pour t  =  s. En vertu de (1.1), il résulte que *Qf vérifie la relation

(4.5) *Q*(w ; A ) = J  *Q r(w  ; d w ’) rQs (w ’ ; A)

rw

pour tou t t  < r  <  s, c’es t-à -d ire  la relation de C hapm an-K olm ogorov. P ar 
conséquent, *QS représente la probabilité de transition d ’un processus de 
M arkov.

D é f i n i t i o n  1.3. -  {(*W , %£>), /, s e  T , t  <  s} est appelé le processus
non observable associé au s.a.g.l.c. {(^W , %L) , (*X , t(PC) , /ll 'r , *PS , t ,
s e T ,  l  <  s } .

Exprim ons m ain tenant tTls et *PS en u tilisant fQs; (1.1) devient

(1.6) fUs((w  , x) ; A) =  J *nr((w  , x) ; dw r) rQs(w' ; A)

rw

pour tou t t < r < s .  De même (1.2) peut s ’écrire

(1.7) *Ps(w  ; B) =  J  *Qr (w  ; d w ') rPs (w f ; B)

rw

pour tou t t <  r  <  s. Evidem m ent, pour r  — s nous obtenons

(1.8) ^ ( w  ; B) =  I" lQs(w  ; d w ') JP (w' ; B);

sw

(1.8) n ’est q u ’une au tre forme de la relation (1.3). 4

(4) Voir la note (3).
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1.3. Exam inons ensuite la probabilité de transition *CS 6 de fW x ^ X  , 
^ ® % C )  dans ( W x sX  , SW ® S?£), définie par

(1.9) ‘C‘ {(w , x ) ; D ) =  j lU \ ( w  , x) ; dw') JP (w ' ; dx') Xd(w' , x'),

JW x SX

où Xd est l’indicatrice de D e J°}P®f9C, pour tout t  <  s. En vertue de (1.1) 
et de (1.9), il résulte que CL vérifie la relation

(1.10) *C\(w  ,x);D) = j fCr ((w, x) ; d ( w f, x ')) rCs((w r, x ') ; D)

rW  x rX

pour tou t t < r  <  s, c’e s t-à -d ire  la relation de C hapm an-K olm ogorov.

D é f i n i t i o n  1.4. -  {(^Wx^X , , *CS , t , s e T  , t  <  s} est appelé
le processus produit associé au s.a.g.Le. {(*W , %L) , ( X  , *9C) , ^IL , *PJ , t , 
v 0 T, t <  s}.

1.4. Soit w E *W arbitraire, mais fixe, et considérons la probabilité de
passage de (*X , *9C) dans (SX  , définie par

; B) =  f  tU s ((w  , x) ; dze/) T  (ze/ ; B)

Jw

pour tou t t <  s. Il est clair que 'P i (x  ; B) — tCs ((w  , x) ; fW  X B) et (1.10) 
devient

(1.11) *Ÿsw(x ; B) =  j *Cr ((w  , x) ; d(ze/ , x')) r¥ sw> (xf ; B)

rW x rX

pour tout t  <  r  <  s.
L ’utilisation de r i  permet d’écrire (1.2) sous la forme

'P*(w  ; B) =  j (P (w ; dx) lPsw (x  ; B)
*X

pour tout t <  s.

D é f in i t io n  1.5. -  {(*X , *9C) , * P i, t  , s  e T , ï < s} est appelé le pro
cessus observable associé au s. a. g. 1. c. { ( W  , %P) , (*X , , £US , *Pf ,
/  , s E T, t <  s}.

(5) Nous aurions pu m ettre (x ; B) =  j X (dze/) ÙL ((w , x) ; d w') SV (w' ; B). Pour

GVxAV
simplification seulement, nous avons pris X (A) =  8 (zu; A),  8 étant la mesure de probabilité 
ponctuelle.

(6) Voir la note (3).
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2. Opérateurs

2.1. Soit B (*W , l ’espace de Banach de toutes les fonctions réelles tjx 
bornées et m esurables, définies sur *W, m uni de la norm e de la conver
gence uniform e | | =  sup | ^ (w) |. Pour tou t t  e T  , t  <  s et x  e tX ,  nous

w e l W

définissons l ’opérateur de B ^ W / ^ P )  en B (^W , %P), par

(T ^b) (w) =  j  *1V ((w  , x) ; dw') 

sw
En particulier ( Y sx Xa) (•) =  *!!*((• , x) ; A). Il est clair aussi que est 
un opérateur linéaire de norm e 1. Evidem m ent, si le s.a.g.Le. considéré est 
homogène, alors Fsx ne dépendra que de —  /, c’es t-à -d ire  *TSX =  pour 
tou t /  e T ,  t  <. s et x  e *X.

Pour tou t t e  T  et t  <  s nous pouvons définir aussi l’opérateur t\Js de
B ( 'W ,% P ) en B ( 'W ,'« ! ) ,  p ar

( U SV) (w) =  j *P (w  ; dx) *US ((w , x) ; dw') <p('<

Evidem m ent,
*Xx*W

(2.1) ("Us 40 («0 =  j  ‘P (w ; d x ) ( Y sx 4) (w)

ou
*x

(2.2) (*IP <];) (zp) =  ( *QS(w  ; dw') <\)(w').

Jw

En particulier *lP Xa =  (• ; A). Il est clair aussi que *IP est un opérateur
linéaire de norm e 1. Evidem m ent, si le s.a.g.l.c. considéré est homogène, 
alors tU s ne dépendra que de  ̂—  /, c’est-à -d ire  *IP — LP-^ pour tou t t  e T
et t  <} s.

Notons que P P  n ’est que le sem i-groupe d ’opérateurs correspondant 
au processus non observable *QJ- et par conséquent *IP ~  P P  (rlP  <];) pour 
tou t t  <  r  <  s f et pour le cas homogène

Ûr+r'+ =  Ûr(Ur'<J/)

pour tou t r , P  >  o. Il est clair que si (1.5) est valable pour t <  r  <  s, alors 
pour tou t t  <  s. Dans ce cas nous pouvons donner 

un sens à l’opérateur en convenant q u ’il est défini de façon que (2.1) et 
(2.2) coincident pour t  =  s.

En utilisant les opérateurs Tsx et 'U ', nous pouvons écrire tou t de suite

!P \ w  ; B) =  j (P (w  ; d*) (* IV P(- ; B)) (w)

ou
/P > ; B ) ' = ( * U ' ' P ( .  ;B))(«/)
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pour tout t  <  s. De même, pour le processus observable nous obtenons

lPsw(x )  B) -  (* IV P (- ; B)) (w ) .

Si le processus observable est de M arkov, alors est une constante par
rapport à w  € SW  et

^  = j (r: ; dx1)) ■
rx

3. U n t h é o r è m e  d ’e x i s t e n c e

D ém ontrons un théorèm e d ’existence dans le cas où T  adm et un  plus 
petit élém ent t0 .

Théorème 3.1. -  Soit {'W , A P ) , ( 'x  , *9 C ), 'IT  / P ' f, t , j  e T, t  <  j } 
un s.a.g.l.c. et soit X une mesure de probabilité sur  *°W. Alors i l  existe un  espace 
probabilisé (O , St , P f  et! trois fonctions aléatoires (p^f) teT , (x t)ieT et  (?t)teT , 
où w t , x t et z t , pour tout t e  T, sont définies sur Q et à valeurs respectivement 
dans , *X et fW  X *X,

(i) A) =  X(A) e B) =  X(dw) <0P (a/ ; B ) ,

Aw

A A .  e D) =  X(dw) '“P(w  ; d*);

(ii) Px (ze  ̂e A  J ^  =  (w , x ) ) = tY.V((w,x);  A)

(iii) P \ (xs e B j wt.=  w )  =  * P *  (w  ; B)

(iv) Px (w t e A I w s =  w) =  ‘Qs (w  ; A)

(v) P} {z, e D j ss =  (w , x)) =  eCs{(w , x) ; D)

(vi) P x e B | j / ,  =  (w , #)) =  'L A  ; B)

pour tout 

pour tout 

pour tout 

pour tout 

pour tout

t , s e T, t<  s; 

t , s e T ,  t<  s ; 

t ,  ̂e T, / <  s ; 

/  p  G T, / <

/ ,  j e T ,  t <  .y;

Ic i (z^0 /eT > (^ ) /gt  ^  C^ÀeT sont respectivement, des versions des processus 
non observable, observable et produ it, associés à ce s.a .gdx.

Démonstration. -  La probabilité de transition t *  correspondant à un 
processus de M arkov, on sait que, sous des hypothèses raisonables admises 
im plicitem ent ici, il existe un espace probabilisé (O , JC , Px) et une fonction 
aléatoire (p)feTï vérifiant (v) et la troisième partie de la condition (i).

Posons alors w t ~  p ropw z t et x t =  p ro jtxz t . Il est clair que (wt)teT et 
(Xi)tet  satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii). Puis (iv) se déduit de (v) en 
p renan t D =  X B et (iv) s’obtient en in tégrant (ii) par rapport à a-.
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