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Geometria. — Su una classe di k-archi dì un piano di Galois. 
N o t a di F r a n c e s c o  Z i r i l l i , p re se n ta ta ^  da l  Socio B. S e g r e .

Sum m ary. In  this paper we prove that, in a Galois plane S2,q , every elliptic cubic 
curve having exactly N =  2 k  points contains a k—arc. We make use of a new m ethod of 
investigation, by  considering the canonical structure of quasigroup defined (in a natural way) 
on the set of the simple points of an irreducible cubic curve. In  addition we obtain further 
results, some of which are already known, for a rational cubic in a S2,? .

I .  Sia S2,^ un piano di Galois (q = p h, p  primo), [ 6 ] .  Scopo principale 
di questo lavoro è provare che:

(1.1) Ogni cubica ellittica d i  S2,  ̂ su cui giacciano esattamente N =  2 k p u n ti  
contiene almeno un k—arco.

Osservato che, come m ostrerem o, qualunque sia q =  p h, esistono in S2,* (**) 
cubiche ellittiche con un num ero pari di punti, si perviene così ad una nuova 
classe di /G-archi che (per ^sufficientem ente grande) non sono contenuti in  una  
conica e per i quali, in virtù delle note lim itazioni di Hasse—Weil [5], [9], 
si ha\

C1-1-1) ( q ~ 2 f q  +  i)/2  <  k <  (q +  2 Tq +  i)/2.

Al risultato  (1.1) si giunge utilizzando la nota s tru ttu ra  di quasigruppo 
definita nell’insieme, D, dei punti non singolari di una cubica irriducibile, 
assum endo, per ogni (a , ÿ) 6 D x D ,  il prodotto ab uguale all’ulteriore in ter
sezione con D della re tta  per a e b, e dim ostrando che:

(1.2) Se  D ha numero p a r i d i p u n ti , D ammette almeno un sottoquasigruppo, 
H, d i ordine | D |/2: allora, K =  D —  H è un  | D |/2-arco d i  S2,*.

D alla (1.2) si deduce, tra  l ’altro, anche che:

( T-3) Ogni cubica razionale d i S2,q , q d ispari, con punto doppio isolato con
tiene un  (q +  3)12—arco.

( T-4) Ogni cubica razionale di S2,q , q d ispari, con punto doppio nodale con
tiene un  (q -f- i)/2 —arco.

(T-S) Ogni cubica razionale con punto doppio cuspidale d i  S2,2/2 contiene un  
(2h~l -f- 2)-arco.

(*) Lavoro eseguito col contributo del C.N.R., nelkambito del gruppo di ricerca 
G .N.S.A.G.A.

(**) Nella seduta del io  marzo 1973.
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Con la (1.3) si am plia un risultato  ottenuto in [2], p. 821, Proposizione V I, 
sotto le condizioni q ~  2 (mod. 3) e q e)e i (mod. 4). L a (1.4) trovasi già 
in [1] e la (1.5) in [3], Proposizione I, p. 241.

Si noti che, con la (2.10), noi proverem o una proposizione più am pia 
della (1.5).

2. In  questo num ero si dim ostrano le proposizioni sopra enunciate.
Sia, dunque, C una cubica irriducibile di un piano di Galois S2,q; e si 

ponga D =  C, se C è ellittica,. D — C — {<?}, se C è razionale ed o è il 
suo punto doppio. Si indichi con r  (a , b) , (a , b) e S2,qX S2,q , a =f= b, la re tta  
congiungente i punti a e b\ e sia x : D -> D l’applicazione che a ciascun ele
m ento di D associa il suo tangenziale. Si consideri, quindi, l’applicazione 
co : D x D  -> D definita nel m odo seguente: posto, per ogni (a , b) e D XD, 
co {a , b) — ab, se a =f= b ed r  (a , b) non è tangente a C, ab è l ’ulteriore in ter
sezione di r  (a , b) con D; se a 4= b ed r  (a , b) è tangente a C in a (in b), 
ab =  a (rispettivam ente, ab =  b); se a =  b , aa — a2 è il tangenziale di a: 
a2 ~  x (a).

E noto [4], [io], che D, rispetto all’operazione sopra definita, è un 
quasìgruppo semisimmetrieo , mediale, commutativo , vale a dire, per ogni 
(a , b , c , d) e D X D X D X D, le equazioni ax  =  b e y  a =  b sono univoca
m ente risolubili, a (ba) =  b , (ab) Çcd) =  (ac) (bd) , ab =  ba. La legge di media- 
lità  (detta anche di entropia) discende dal ben noto teorem a di Poncelet; le 
altre sono evidenti.

Per stabilire il risu ltato  che abbiam o in vista, identificheremo D con il 
quasigruppo (D  , co) e utilizzeremo la teoria dei quasigruppi semisimmetrici 
mediali (cfr. [io]).

Indichiam o con E l’insieme degli elementi di D che sono tangenziali:

(2.1) E =  t (D) ~  {b  e D I esiste ^ e D  per cui a2 =  b ) .

E è un sottoquasigruppo di D ([io ], p. 213, (6.3)).
Se b e  E, l’insieme degli elementi di D il cui tangenziale è

b , R h =  { a e D | a2 =  b ) , ha cardinalità t  =  \ R Ò \ >  1 che non dipende da 
b e E. L ’intero t  è una potenza di 2:

(2.2) t =  2nì n  intero opportuno >  o,

( [ IO], p. 221, (10.8)); inoltre risulta

(2-3) | D | = / | E |

( [ IOL p- 22L ( IO-7))- C hiaram ente t  è il num ero delle re tte passanti per 
b e  E e tangenti a C altrove, se b non è un flesso, altrove o in b, se b è 
un flesso. Dal fatto che una re tta  di S2̂  è una 2-secante di D se, e sola
m ente se, è tangente a C in un punto non di flesso, detto m { (a) , a e D,
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il num ero delle rette «-secanti di D, « ' = 1 , 2 , 3 ,  e passanti per a, segue 
allora che:

(2.4) se a e D —  E , m % (a) =  i; se a e E e non è un flesso , m 2 (d) =  t  -{- i; 
se a è un flesso , m2 (a) =  t — i .

E poi ben noto che:

(2-S) I D J =  i +  m 2 (a) +  2 m 3 (a).

Si verifica subito, tenendo conto del significato geometrico di t, sopra 
richiam ato, e prendendo i  =  ö3 ( o , o , i ) e E ,  che, se q è pari, t e  {i , 2 ,q  =  2*}, 
risultando t  =  q, se, e soltanto se, la cubica C è cuspidata; se q è dispari, 
t  e { 1 , 2 , 4 } .  Chiam iam o t indice tangenziale d i C.

Osserviam o che, qualunque sia q, esistono in  S2,̂  cubiche ellittiche con 
numero p a r i d i pun ti. Infatti la cubica ellittica di equazione, in coordinate 
proiettive omogenee x 1 , .r2 , x 3 :

^2 -̂ 3 ^3 -̂ 9 -̂ 3 o> con X —C o,

per q p a r iy X =  o, per q d ispari,

passante per i punti (1 , o , o) , o2 (o , 1 , o) , (o , o , 1), essendo tangente 
ad r  (o1 , o3) in ox e ad r (o2 , o3) in o2, ha indice tangenziale t  >  2, e quindi, 
tenuto conto di (2.3), (2.2), num ero pari di punti.

Tornando alla cubica C di cui all’inizio del presente num ero e al quasi- 
gruppo D dei suoi punti non singolari, supponiam o, d ’ora in poi, che J D | 
sia pari, e si ponga:

(2.6) \D \ =  2 k.

In  v irtù  delle (2.4), (2.5), (2.6), se b e  E, risulta | D | =  2 k  — t  +  2 m 3 (fl), 
ovvero | D ] =  2, k  =  2 fi- t  - j -2 m 3 (fl)i a seconda che b sia, o non, un flesso. 
Ne segue, in ogni caso:

(2-7) . t >  2.

Si consideri il quasigruppo quoziente D /E  (costituito dalle classi laterali 
di E  , a E == { a' e D | a' =  ab , b e E} , a e D, nel quale gli elementi si com
pongono m ediante la legge: (aK) (Æ ) =  (ac) E). Esso è un gruppo di espo
nente 2 (cioè, per ogni X e D /E  , X 2 è l’elemento neutro) ed ha ordine uguale 
all’indice tangenziale t  >  2 di C ([io ], p. 220, (10.6); p. 221, (10.8)). Allora, 
come è noto, D /E  am m ette t —  1 >  1 sottogruppi di ordine t j2. Ciò posto, 
si ha:

(2.8) S ta  Jt un  sottogruppo di D /E  di ordine //2, comunque fissa to , e siano 
H i , H 2 , • • •, H//2 le classi laterali di E che lo costituiscono. A llora , 
H =  H i u  H2 U • • • U H//2 è un sottoquasigruppo d i D d i ordine k  e 
K =  D —  H è un k—arco d i S 2tÇ.
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Poiché J H,- J =  J E  J (i =  I , 2 , • • •, t\2) e H ?- n  H, =  0 , i  =^=j (i , j  — 
=  I , 2 , • • - , t j2), è, senz’altro, | H | — t\2 | E | e quindi, per (2.3), (2.6), 
j H I ~  k =  j D —  H ! =  IK I. Da  (a'y a") e H x H  segue a' e H,- , a "z  IP ,, onde 
a'a"  e H, Hy =  H / Ç H (i , j  , /  opportuni, appartenenti a { 1 , 2 , • • •, t\2 }). 
Pertanto , H è un sottoquasigruppo di D ([io ], p. 211, (4.1)). Si consideri, 
ora, il quasigruppo quoziente D /H . Esso è un gruppo di ordine 2, costituito 
dall’elemento neutro H e da K — I ) — H, e quindi con legge di composi
zione:

(2.9) K2 =  H =  H 2 , H K = K H  =  K.

Per la prim a delle (2.9), da ( ö , ^ ) 6 K x K  segue ab £ H. Ciò vuol dire, se 
a =j= b, che r  (a , b) n  K =  {a  , b} . Pertanto  K è un /è-arco. Resta così p ro
vata la (2.8) e, con essa, la (1.2).

Col procedim ento sopra indicato si - costruiscono t — 1 ( >  1) /è-archi 
distinti contenuti in D, tan ti quanti sono i sottogruppi 2i di ordine t/2 di D /E .

L a (1.1) discende subito da quanto precede, essendo, per una cubica 
ellittica C , D =  C.

Se C è razionale, si osservi che | D j =  | C | — 1 è pari nei seguenti casi:

1) q è dispari e il punto doppio di C è isolato ( | D |  =  q +  1);

2) q è dispari e il punto doppio di C è un nodo ( | D |  =  q — 1);

3) q è pari e il punto doppio di C è una cuspide ( | D |  =  q =  2h).

Nel 1) e 2) caso è t =  2. Se al /é-arco sopra costruito, contenuto in D, 
si aggrega il punto doppio o, nel primo caso di ottiene un (q -f- 3)/2-arco 
contenuto in C, nel secondo un (q -f- i)/2 -arco  contenuto in C. Di qui 
le (1.3), (1.4).

Nel 3) caso è t  =  q =  2h\ detto /  il flesso di C, è noto che ogni re tta  per 
/  non passante per il punto doppio o è tangente a C; ne segue subito che:

(2.10) aggregando a ciascuno dei qj 2 -are hi, in  numero d i q —- 1, contenuti 
in  D, costruiti col procedimento indicato nella (2.8), i p u n ti o ed f ,  
si ottengono altrettanti (q -f- 4)/2—archi d istin ti contenuti in  C.

L a (1.5) è così p rovata e si ritrova, fra gli altri, anche il (q -f- 4)/2-arco 
di cui alla Proposizione I di [3], p. 241.
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