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Analisi matematica. —  Su una caratterizzazione degli operatori 
differenziali del 2° ordine. N ota di C a r l o  S b o r d o n e , presentata (*} 
dal Socio C . M i r a n d a .

Summary. — A proof is given of an abstract characterization of operators of the form.

,/=1 A A K t bi ----- b c (aij =  aji)

with a{j e L (O), bi ç Lr(0) (r >  2), c e  L? (ü ) (q >  1), Q open set of R w, by particular 
continuous forms on H jx ( H jn L ^ ) .

In  una N ota di qualche anno fa [4], S. Spagnolo stabiliva una caratte­
rizzazione astra tta  (tipo quella di Peetre [1]) degli operatori differenziali 
del 20 ordine autoaggiunti della forma

( j )  I N K n )  K  =  ^ ' )
a coefficienti m isurabili e lim itati.

In  questa N ota si stabilisce una caratterizzazione astra tta  di operatori 
della form a

(jj) S 3
dx. 1 bi fri +  C (a;j =  ajt)

a coefficienti a ,yeL °°(Q ), ^ e L ' ( ù )  ( r > 2 ) ,  c 6 L /(Q ) (q >  i), Q aperto
di R w, che generalizza la precedente.

Com inciando ad occuparci del caso c =  o, dim ostriam o dapprim a, con 
procedim enti che sono nello stesso ordine di idee di quelli di Spagnolo, il 
seguente:

T e o re m a  I. -  S ia  a : H o (Q )x (H j(Q ) n  l / (Q ) )  -> R, Q aperto d i
R” in  >  i), una fo rm a  bilinear e tale che\

u  , v e (Q)
u costante in  un intorno d i supp (zi)

(ii) I a (u, v)  — a (v ,u)  +  oc(uv, uv) | < Mi ||« ||Hdl^llI.̂  (1) u,ve .  3)(Q)

(iii) \<*(u,v)\ < M  ||« ||H.(||z/||Hi + | |z ; | |LJ#)

■ a (u , zi) — o

(*) Nella seduta del io marzo 1973.
(1) Per 9 e % (Q), con 9 si denota una funzione di classe 3) uguale ad 1 in un intorno 

del supporto di 9.
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ove 2 <  p  <  00. Allora esistono a{j =  aj{ E L°°(0 ) e b{ E L r (0 ) =
ta li che\

j ,

«C «, ») =  _ S i  /  2  /  ^ 7  -
fì Q

ogni (u ,v )  E Ho X (H j f i  i f ) .
Tale Teorem a, nella ulteriore ipotesi della sim m etria di a e nel caso 

particolare p  =  2, riproduce il Teorem a di Spagnolo.
Quindi dim ostriam o il seguente:

T e o re m a  IL  -  S ia  a : h J ( ü ) x ( H J ( Q )  n  i f  (Of) -> R, O d i
R'2 (% >  2), una fo rm a  bilinear e tale che valgano le (ii), (iii) del Teorema I  
con 2 <  p  <  00 £ :

(L) l  u , v  e ^  (O)

\  supp (u) n  supp (v) =  0 

(iv) I a (£  , «)| < M 2 ||m|[l?1

i f  y P) =  O

I

r

i

1
2

i
7

Allora esistono a{j =  E L°° (O) ; b{ E U  (O) 

j ) . ( -^  +  - = 1 ) ^ / 2 ' ^ :

du
13 dx, dx.

dv , 
— dx
7 + % j ^ f v à x + ! cuv dx

per ogni (u f v) E Ho x ( H j n E ) .
Si osservi che un operatore del tipo (jj) con coefficienti a ^E  L°°(Q), 

b{ E L^(O) (2 <  r  <  00), c E I / (Q )  (1 <  q <  n)y £2 aperto di R**, n >  2, deter­
m ina una form a bilineare che soddisfa alle condizioni del Teorem a II per 
p  =  ^  r 2 ■, q± =  — q  ̂ , e pertanto  si è conseguita una caratterizzazione di 
tali forme.

Per quanto concerne il caso n <  2, osservato che per i teorem i di Ga- 
g liardo-N irenberg  ([5]), H j O l f  =  H j e ||^ ||Hi +  Il7 |l  ̂ è una norm a equi­
valente a |M Ihx5 si dim ostra infine il seguente:

TEOREMA II I .  -  S ia  a : H o (ß )x H o (ß )  -> R, con O aperto d i Rw (n<Z 2), 
una fo rm a  bilineare tale che sussistano le (b), (ii), (iii), (iv) del Teorema I f  
ove i < ^ 1 < o o , 2 < ^ > <  00.

Allora esistono ai?- =  # v E L°°(0 ), b{ E L r (Q) =  —----------- , c e U  f i )
/ i i \ ‘ Vr 2 P I
G---- [- — =  i l  ta li che\
\? i Q 1

(*) a (u • v ) =  2
Z ;J — 1

du
dx-i

dv
dx.

n r *

- dx  +  2  f hi v d x  - f  J cuv dx

per  ogni (u , v) E Ho X H j .
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Si osservi anche in ta l caso che una form a del tipo ("*) con e L°°(Q),
^ , .e L r (Q) ( 2 < r < o o ) ,  c e I / ( Q )  (1 <  q <  00), verifica le ipotesi del 
Teorem a I I I  per p  =   ̂ r - , q± — ■  ̂ i , e che pertanto nel caso n <  2 si
è o ttenuta una caratterizzazione di operatori del tipo (jj) in cui al coeffi­
ciente c (x) del term ine di grado zero è consentita la som m abilità di ogni 
sua potenza q m aggiore di 1.

N otazioni. -  Sia £2 un aperto dello spazio euclideo R w. Se r  =  (rx , • • •, rn) 
è una n-p la  di interi >  o, si pone:

M  =  r ± H-------- b rn

» ' = & ■ ■  ( À i

Si denota al solito con 3 ) =  3 ) (£2) lo spazio delle funzioni reali su £2 
con derivate di ogni ordine continue e a supporto com patto contenuto in £2. 

&  =  3 )'(£2) è lo spazio delle distribuzioni reali su £2.
Per p  >  1:

i f i  — j j  (£2) è lo spazio delle funzioni reali m isurabili su £2 aventi 
potenza ^ -s im a  sommabile.

L°° =  L°° (Di) è lo spazio delle funzioni reali m isurabili su £2 essen­
zialm ente lim itate.

Ho =  H o(ß ) è la chiusura di 3 )-(£2) rispetto alla topologia definita 
dalla norm a

Il u  Uh1n o

1/2

T utti questi spazi si intenderanno dotati delle loro usuali stru ttu re 
algebrico-topologiche.

Allo scopo di pervenire alla dim ostrazione del Teorem a I, si prem ettono 
i seguenti Lemmi.

Lemma i. -  S ia  ol(u , v) =  2  {T r , (Dr u )-v )  definita per u  , v 6 3 )(£2) 
„ , ld<2

con £2 aperto di R  e T r e 0  (£2), soddisfacente la condizione'.

(u costante in  un  intorno d i supp (fi)) => a (u , v) =  o.

Allora esistono A z- , B?-;- =  B -̂ e 3 )'(£2) Az/zv Jt
n ~ 

a (u , v) =  2  /A ,- . u
i = 1 X

zz , z; € 2) (£2).

+  S  <B,y
? =1 X

du dv
^  ox.j /

Dimostrazione. -  D im ostriam o in prim o luogo che T r =  o per | r  | =  o. 
In fatti sia u  6 $>(£2) arb itra ria  e u  € 2 ) (£2) tale che ü =  1 in un intorno del 
supporto di u] allora:

o =  et (u  , u) =  ( T 0 , u )

in quanto u u  =  u  e (Dr u) *u =  o se o <  | r  | <  2.
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D a cui in definitiva la oc può scriversi

■(-•')- S  <T' ■ £ ’> + ! J, < X  + . £  £ >  +i =1
nI I rj-\ rr-\ èli èli

+  V  M y 1 .>• -  h i  - X T  & T / •

M a evidentemente:

n n— V  /t _T du 9v \ __L V  /x è f èu \
2 *  A'*' ’ 3*,- X /  "  V  ’ x  V X  9

_ I 2 / t , , X ( “ s )
 ̂ i , ;'=1 \ \ /

àzy 3;ty

dX{ èxj

ÿ  /  y  / X v  _  9T»> \M  \ p [  l Zxj dxj ) ’STv \  Ü “  , \ .
èXi

Per cui, posto B,y =  — (T,y +  T,v) =  B,v , la a viene a scriversi:

n n

i = 1 •--- . \ V > 9r- 3r-? ,y=l x axj '

con la ovvia espressione per gli A t .

LEMMA 2. — S ta  oc : 3 ) (£2) X ® (£2) —> R una applicazione bilinear e tale 
che per ogni u , v £ ‘S) (£2)

' .(u ,v )=  <T ,u v )  +  2 3 a,-,
z =1

èu 
èXi sÌ=1

èv I V  / - n  du Sv \  
i j i l \  i j ’ X- 3* y /

ta/*? essendo p  1,

(1) I a (« , î/)| <  M II «Hjji (iy l|H‘ +  IMILy) w,&e©(Q),

ow: T  , A ,-, C,-B,y =  By,-e ® '(ß ). Allora si ha B - e L°° :/0 ).

D imostrazione. -  F issata z£/ e 3)(£2) ( w ^ o )  e fissati /§ , .r e { 1 ,•••,?*}, 
consideriam o le seguenti funzioni:

w i W  =  — z£/ (x) sen (p ^ )  sen (p ^ )
P

w z (x) w  (x) cos (axk) cos (pxs)

dove x  =  (x 1 , - • ■, x„) 6 Q e p

w z(x) =  —w(x)  sen (px&) cos (pxs) 

^ ( x )  =  y w (x) cos (?xk) sen (p*,)

M IhI +  M lj*
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Si vede facilm ente che:

IK-IÌh; ^  4 I M t +  p  IM l|o- < 6 \\w \fL*

\\?Vj\\Lt  <  — \\w\\i.P <  IM IL>

a (w 1 , w 2) +  a (w 2 , Wj) +  a (w 3 , w 4) +  a (a /4 , zv3) =  2 { B i s , w 2> , 

da cui, per la (i):

|<Bfe , w 2>l ^ 2 ( 6  +  V 6 ) M | H | * , =  2 (6 +  y6 )M | |a ^ | |L1.

Si ha in definitiva:

l<B ks y ? ) |  <  C II 9 ||L1 per ogni 9 =  w 2 con w  e S) (£5),

ciò che facilmente im plica (cfr. [4], p. 62) che la distribuzione si prolunga 
con continuità sullo spazio 1 / ( 0 ), ossia e L°° (O).

Dimostrazione (del Teorem a I). -  L a restrizione di a a cJ> (Q )x 3) ( 0 ) 
è una form a bilineare separatam ente continua e pertanto  rappresentabile, 
grazie al teorem a dei nuclei di Schwartz [2], come

oc(u ,v )  =  ( T  , u ® v )

ove T e ® '  (O2) e (u ® v) (x , ÿ )  == u(pc) v (y).
O sservato che T  per la ipotesi (i) ha supporto contenuto nella diagonale 

di O2, si perviene, come in [4] a

a (u , v) =  2  ( T r > (P r u )-v) u  , v e O (O)
r

ove la famiglia di distribuzioni su O {T r } è localmente finita.
Si vede facilmente, utilizzando le funzioni uTi , , in trodotte da

Spagnolo nel corso della dim ostrazione del Teorem a in [4], che l’ipotesi (iii) 
im plica

T r =  o per I r  | >  2 .

Basta osservare che:

I l  ] U h *  > I l  I I h q  —  ^  I ** ) I 
I l  V* l l H ;  +  I l  I I I /  » I l  K  l l H ;  +  I l  à* llL* <  c  I y j  I

dove C è una costante che dipende solo dalle funzioni w  e ^ fissate.
A llora la a soddisfa le ipotesi del Lem m a 1 e pertanto esistono delle 

distribuzioni A z- , B?y =  By? su Ù, tali che

a (u , v) du dv
dXi dXj /

per ogni u , v e A pplicando il Lem m a 2 e sfruttando la (iii) si ricava
in più che le B?y sono funzioni di classe L°°(0 ).

27. — RENDICONTI 1973, Vol. LIV, fase. 3.
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Tenuto conto a questo punto che l’ipotesi (ii) si traduce con la relazione

2 <  Mx II i/||Hi IMIl/  >

il Teorem a I sarà com pletam ente dim ostrato se si m ostrerà che tale m aggio­
razione com porta F appartenenza delle distribuzioni A,- a Lr (Q), perchè in 
tal caso l’espressione

(u , V)
Æ l , B *>' 3z  ,

du dv
d x +  2  / A i lÈ r v d xdXj dXi

definisce una form a bilineare e continua su H j X (H j D  l / )  che coincide con 
la nostra form a a su e quindi su tu tto  H jx  (HJ n i / ) .

R esta quindi da provare il seguente

LEMMA 3. -  S ia  ß : ® ( Q ) x 3 ) (ß )  > R una fo rm a  bilineare tale che per  
ogni u  , v e 5 ) (Q)

n
ß ( u , v )  =  S  +  (T, A; 6 ®'(Q))

(2) ,=1
\ ß ( u , v ) \  <  M ||« | |h>|M[lJ» O  >  2) .

Allora  A,- e I / (Q ) ,  ove —- -f  A  =  i.

Dimostrazione. -  Fissato z e { 1 , • • • , %}  e u , v £ 3 )(Q), consideriamo 
le seguenti funzioni:

zeq(ar) =  -^-u(x)  sen2 (pxz-)

w 2 (x) — — v(x)  cos2 (p#,-) +  227(̂ 7) sen (par,-) cos (p^-)

=  — «(*) se n (p ^ ) cos (p*,-) 

w±(x) =  v(x)  sen (p#t-) cos (p#,-) +  z>(T) (cos2 (px^) — sen2 (px,f) 

w 5 (x) = ---- l— u(x)  COS2 (p*,.)

w§(x) =  v(x)  sen2 (pxi) +  2 v(x)  sen (px;) cos (px^

ove e P =  '

Si riconosce facilmente che:

ß (® 1, w 2) +  2 ß (wz , ze/4) +  ß (w5 , w 6) =  2 (A,-, uv)

ll«'1 ||H j, M a  , I I^ IIh; <  };6 m i l .

I! . I f ^ l l ^  > ll^ e ll^  <  c \ \ v \ \ ^

ove la costante c non dipende da v\ da cui segue per la (2)

(3 ) I (A,-, uv)  I <  M x II u ||ls II v Ŵp

con Mi =  2 | 6 cM.
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O ra si osservi che per ogni com patto K di Q, la (3) com porta in p a r­
ticolare:

I <A i , w*)  I <  m 2IM Il / {K) ll“ , llI/ (K) =  M 2IIw2I ^ /3(K) pCr ° gnÌ W 6

da cui segue A,- e ( l / /2(K ))’, ovvero, ciò che im porta, che A ; è localm ente 
som m abile su Q.

Per cui la (3) diviene:

A  - uv d x <  M J I u\\ \\v\\ *1 L2(K) L^(K)

Ossia:

A,- e LYK) con r  tale che — +  — +  — =  x2 v y r ' p ' 2

per ogni com patto K di Q.
L a maggiorazione (3) essendo poi uniform e rispetto a K, si ha in 

definitiva

A, e L r (Q) .

E  il Teorem a I è così dim ostrato.

Dimostrazione (del Teorem a II). -  Ricalcando i ragionam enti fatti al 
principio della dim ostrazione del Teorem a I, otteniam o che la restrizione 
a 3 ) X 3 ) della nostra form a a ha l’espressione

« (« , ») = 2  (Tr , (Dr«) •») .
M < 2

M a allora, procedendo come nella dim ostrazione del Lem m a 1, si pos­
sono determ inare delle distribuzioni T , A,-, =  B su Q tali che:

n

a (u , v) =  <T, uv) +  2  \ X - , - > +  2  < B ,y ,A i ,7 =  1 A
du dv \  
dXi dxj /

per ogni u  , v e (O). Ne segue, applicando il Lem m a 2 e sfru ttando la (iii), 
che le Bzy sono funzioni di classe L°°(jQ).

Tenuto conto a questo punto che l’ipotesi (di) si traduce in

( T , uv ) +  2 2  \ A  ,•,
2=1  \

du
dXi • > S M, I M L . M U

r l0 L

se ne trae, applicando il Lem m a 3, che le A,- sono funzioni di classe U  su Q. 
Osservato infine che l ’ipotesi (iv) si traduce con la relazione

I<T, «>| < M 2M l?i

si ottiene che T  e L ?(Q) con — +  —  =  i.
7 Ç ?!
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Ora, poiché l’espressione

(“ -  ̂-*fTuv dx + S  j Ai ì k vàx + , 1  f B* Sr -w d*
Ò Q Q

definita e continua su Ho X (Ho n i / )  coincide con la nostra oc su O X O e 
perciò su tu tto  H j x ( H j f ì L ^ ) ,  il Teorem a II è com pletam ente dim ostrato.

Dimostrazione (del Teorem a III). -  Procedendo come nella d im ostra­
zione del Teorem a II si arriva a far vedere che esistono Bfy =  ByV e L°° (Q),

A,- e L r(Q) ( f  =  — — --), T e  1 /(0 )  ( ~  =  1 — f )  tali che per ogni u , v e T  (O)

c n /' n n f*
(4) * ( « , v ) = j T u V d x + g j A i - £ - v d x  +  2 i I

Q Q ’ Q

M a il secondo m em bro della (4) definisce una form a bilineare continua 
su Ho X H j in quanto, grazie ai teorem i di inclusione di G agliardo-N irenberg, 
nell’ipotesi T e l /  (Q) (1 <  q <  00) esiste K >  o tale che

Iluv d x <  K I u x \\v\\ xH 11 UH

e nella ipotesi A i e U  (2 <  r  <  00)

S a,
* = 1 J

Q

3 u 
3Xi v dx < K ’\\u\\ \\v\\

rln rln

u  , v e H j

u  , v e H o.

Dopo di che, con gli stessi ragionam enti fatti alla fine del Teorem a II 
si perviene alla conclusione.
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