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Analisi matematica.

Su una caratterizzazione degli operatori
differenziali del 2° ordine. Nota di CARLO SBORDONE, presentata
dal Socio C. MIRANDA.

SUMMARY. — A proof is given of an abstract characterization of operators of the form.

z 2
3 (wag) + S (@5 = @)
i, =

with a,-jeLoo (Q), 6;eL7(Q) (r > 2), ceLY(Q) (g> 1), Q open set of R”, by particular
continuous forms on H(l)x(HénLﬁ).

In una Nota di qualche anno fa [4], S. Spagnolo stabiliva una caratte-
rizzazione astratta (tipo quella di Peetre [1]) degli operatori differenziali
del 2° ordine autoaggiunti della forma

0 S iws) (a5 = 4

7,7=1

a coefficienti misurabili e limitati.

In questa Nota si stabilisce una caratterizzazione astratta di operatori
della forma

n

(JD 1'21 5% ( @y 3, ) ; i axl (alf = dji)
a coefficienti ;€ L™(Q), 6,e L (Q) (r > 2), ceL'(Q) (g >1), Q aperto
di R”, che generalizza la precedente.

Cominciando ad occuparci del caso ¢ = o, dimostriamo dapprima, con
procedimenti che sono nello stesso ordine di idee di quelli di Spagnolo, il
seguente:

TEOREMA I. - Sia o: HO(Q)X(HO(Q) N LP(Q)) — R, Q aperto di
R”(n > 1), una forma bilineare tale che:
. u,v€DQ) ‘
@ (u costante in un intorno di supp (v)) Saln,v)=0
W) |, 0)—u(e, ) +olw, )| <M |ullgllol, © u,ved(Q)

(i) Joe(ee, )| <M flaellr (N2l + llol 2

(*) Nella seduta del 10 marzo 1973.

(1) Per g € ® (L), con § si denota una funzione di classe ® uguale ad 1 in un intorno
del supporto di o.
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ove 2 < p < co. Allora esistono a; = a;;€ L7 (Q) ¢ b, € L' (Q) (— = _;. — i)
tall che:

”

oc(u,v)=AZ / ’fax d +21/ dx
z,]=IQ
per ogni (u ,v) € Hyx (Hy N L.

Tale Teorema, nella ulteriore ipotesi della simmetria di « e nel caso
particolare p = 2, riproduce il .Teorema di Spagnolo.

Quindi dimostriamo il seguente:

TEOREMA II. — Siz o:Hy(Q)x(Hy(Q) N L (Q) >R, Q aperto di
R* (n>2), una forma bilineare tale che valgano le (ii), (iii) del Teorema I
con 2 < p << oo e:
€Y <u ,v€D(Q)
supp (%) N supp (v) = &
@) Joii, 0] <Ms|aly

):ﬁa(u,v)=o

—_ % Allora esistono a

G djz' € Loo <Q>’ 61‘ € Lr <Q>
(L -1 __ L) , ceL/(Q) (gi + % = I) tali che:

=
w | =
<

o(u,v) = ; [,j a;Z; T dx —}—2‘ / vdx—l—/cuvdx

)
per ogni (u,v) € Hyx (Hp N L")
Si osservi che un operatore del tipo (jj) con coefficienti a, € L™ (Q),

b, €LV (Q) (2<7r<00), ceLY(Q) (1 <g<n), Q aperto di R, n> 2, deter-

mina una forma bilineare che soddisfa alle condizioni del Teorema IT per
27

p 5 91 =
tali forme

Per quanto concerne il caso 7z < 2, osservato che per i teoremi di Ga-
gliardo—Nirenberg ([5]), Hyn L?= Hj e Hv]|H +llzll » € una norma equi-
valente a |{7}]|H:, si dimostra infine il seguente

. ? —, e pertanto si € conseguita una caratterizzazione di

TEOREMA 111. — Siz o : Hi(Q) X Ho(Q) — R, con Q aperto di R (n< 2),
una forma bilineare tale che sussistano le ('), (i), (iii), (iv) del/ Teorema I/,
ove 1 §q1<c>o,2gp<oo.

" Allora esistono a; = a;; € L7(Q), b, € L'(Q) (—— = _I.) , ceLY(Q)
(~.I~ +L1l= I) tali che:
71 g

*) olu,v) = Z a; 3: ;j dx —I—Z fb —vdx—l—/cuvdx

7,7=1
ol

per ogni (u,v) € H%XH%. '
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Si osservi anche in tal caso che una forma del tipo (*) con «,; € L*(Q),
b;€eL7(Q) (2<r <o), cel/(Q) (1 <g<oo), verifica le 1potes1 del

e

Teorema III per p = r—i—z, 7, = , e che pertanto nel caso 7 <2 si

7
g—1I
¢ ottenuta una caratterizzazione di operatori del tipo (jj) in cui al coeffi-
ciente ¢ (x) del termine di grado zero & consentita la sommabilita di ogni

sua potenza ¢ maggiore di I.

Notazioni. — Sia € un aperto dello spazio euclideo R”. Se » = (r,- -
¢ una »—pla di interi > o0, si pone:

7| =r+ - +7,

D= (_9%)1 . (_ai_) .

Si denota al solito con @ = D(Q) lo spazio delle funzioni reali su Q
con derivate di ogni ordine continue e a supporto compatto contenuto in €.

',7’”>

D' = D'(Q) ¢ lo spazio delle distribuzioni reali su Q.
Per p > 1:
L’=17(Q) ¢ lo spazio delle funzioni reali misurabili su Q aventi
potenza p-sima sommabile.
L= L*(Q) ¢& lo spazio delle funzioni reali misurabili su  essen-
zialmente limitate. '
Ho= H{(Q) & la chiusura di 9©(Q) rispetto alla topologia definita

dalla norma
1/2
oty = (1t + 322 )

Tutti questi spazi si intenderanno dotati delle loro usuali strutture
algebrico—topologiche.

Allo scopo di pervenire alla dimostrazione del Teorema I, si premettono
i seguenti Lemmi.

LeMMmA 1. — Sia a(u,v) = Z (T,, D" u)-v) definita per u,veD(Q)
Irl<
con Q aperto di R" ¢ T, € D'(Q), soddzsfacente la condizione:

(s costante in un intorno di supp (v)) = a(u,v) = o.

Allora esistono A, , B, = B--‘G D(QD) tali che:

d v
“(u’ﬂ> Z/Az’ax >+2J z/’ gjg_xj

7,7=1
per ogni u v € D(Q).

Dimostrazione. — Dimostriamo in primo luogo che T, =0 per || = o.
Infatti sia » € D () arbitraria e # € D(Q) tale che # = 1 in un intorno del
supporto di #%; allora:

o=oa(i,u)=(Ty,u)

in quanto Zu=u e (D"#)-u =0 se o< |r|< 2.
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Da cui in definitiva la o pud scriversi

du
O((%,'Z/) Z\ z’a >+ Z 1]+sz’ax 92,]>—!

z;l

<T du 92}\
Pyl 7 f”ax ax]/

Ma evidentemente:

n

LS T, S 3

2 z',j=1\ & 71 dx; ox; S 54 Y Qx; \ dx; ox; Ox;
n
1 <T ) (au ) G AN
2 ;54 7t ox; \ dx; dx; dx; yd

I Z Ve (STﬁ o ST,«j) du 2)\'
2~ \j=1 ox; xp ) ey TS
Per cui, posto B,; =% (T,;+T,) = B,;, la a viene a scriversi:

N N, N S du BN\
OL(%}7J>_;<A1'Ja;v/+i,]2:1\8if’%yj/’
con la ovvia espressione per gli A,.

LEMMA 2. — Sia a: D(Q)XD(Q) - R wuna applicazione bilineare tale
che per ogni u,v e D(Q)

“(u, v>—<TW>+E<A~9” >+Z\~ Wt 2<BZ~§Z e

Z,7=1

e tale che, essendo p > 1,
<I> lO((%,'U)I SM”%”quIZ/”H;—I—“‘U“L;s) u,z;ef\)(Q),
ove: T ,A;,C, By =B, €d(Q). Allora si ha B, eL*(Q).

Dimostrazione. — Fissata w € D(Q) (w==0) e fissati £,s€{1, -, 2},
consideriamo le seguenti funzioni:

w, (x) = - w (x) sen (px;) sen (px,)
wy (%) = — - w(x) cos (pxy) cos (px,)
ws (%) = — w0 () sen (px;) cos (px,)
w, () = - (x) cos (px) sen (o)

Iy + el s

dove x = (%7, --,%x,)€Q e p= 2]
i 1.2
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Si vede facilmente che:
;e < 4 lew s + 25 el < 6 e,
gl s < - lewll s <l

a(wy, wy) + a(wy , wn) + a(wy, wy) + o(wy , ws) = 2 ( By, ,w?),
da cui, per la (1):
[(Ba,w?) < 2(6+16) M [lwlff, = 2(6 + /6) M[w?]],.
Si ha in definitiva:
[(Bs, @) < Cllell. per ogni @ = w2 con w € D(Q),
cio che facilmente implica (cfr. [4], p. 62) che la distribuzione By, si prolunga
con continuitd sullo spazio L'(Q), ossia B, € L™ (Q).

Dimostrazione (del Teorema I). — La restrizione di « a D(Q)XD(Q)
¢ una forma bilineare separatamente continua e pertanto rappresentabile,
grazie al teorema dei nuclei di Schwartz [2], come

a(n,v) =(T, u®0v)

ove TED'(Q e (u®0) (x,%) = u(x) v().
Osservato che T per la ipotesi (i) ha supporto contenuto nella diagonale
di Q2 si perviene, come in [4] a

oc(u,v)zZ(T,,(D’u)-@ u,v€D(Q)

ove la famiglia di distribuzioni su Q{T,} & localmente finita.

Si vede facilmente, utilizzando le funzioni #,, v, , #,, 7,, introdotte da
Spagnolo nel corso della dimostrazione del Teorema in [4], che lipotesi (iii)
implica

‘ T,=0 per |r|>2.

Basta osservare che:
loallyr 5 Nnlly < Cly
2l +2allie 5 1l Zallg + 129llp < C 7]

dove C ¢ una costante che dipende solo dalle funzioni w e ¢ fissate.
Allora: la  « soddisfa le ipotesi del Lemma 1 e pertanto esistono delle
distribuzioni A;, B,; = B;, su Q, tali che

- du \ Q) du v
¢4 (u ) 7}) =5 ;2=J1 <Az , ?2'; 7J> +1~,%1 <B2/ y 3;: —a;‘;>

per ogni % ,v € D(Q). Applicando il Lemma 2 e sfruttando la (iii) si ricava
in pitt che le B,; sono funzioni di classe L®(Q).

27. — RENDJCONTI 1973, Vol. LIV, fasc. 3.
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Tenuto conto a questo punto che l'ipotesi (ii) si traduce con la relazione

; i aevy < Milluly 1ol

il Teorema I sard completamente dimostrato se si mostrera che tale maggio-
razione comporta l'appartenenza delle distribuzioni A; a L"(Q), perche in
tal caso D'espressione

(uv)—>2 ’faj: d—{—z a” dx

i,7=1

definisce una forma bilineare e continua su HéX(H(l)ﬁ L) che coincide con
la nostra forma « su DX D e quindi su tutto Hyx (Hy O LA).
Resta quindi da provare il seguente

LEMMA 3. — Sia B: D(Q)XD(Q) - R wuna forma bilineare tale che per
ogni u ,v € D(Q)

o B(u,v) = },\ . ax +<T uv) (T, A; € D(Q))
2
|8, )| < Mlulg ol (?=2).
Allora A; € L7 (Q), ove % + ; +-=
Dimeostragione. — Fissato z€{1,---, 2} e u,ve€ D(Q), consideriamo
le seguenti funzioni:
w, (%) = - u(x) sen (px)
wy(x) = — v (x) cos? (px;) + 2v(x) sen (px,) cos (px,)
wy(x) = % u(x) sen(px;) cos (px;)
wy(x) = v(x) sen (px;) cos (px;) + v (x) (cos? (px;) — sen? (px,))
wy(x) = — —é- u(x) cos? (px;)
we(x) = v(x) sen? (px;) + 2v(x) sen (px;) cos (px,)
2]

ove ¥ = (%1, -+, %,)€Q e p=_—12>
S.i riconosce facilmente che:
@(wl ’w2> + 2@(71/3 :w4> +B<w5:w6) =2 <Ai,uz!>

”wlu ‘,“‘ZU3” 1,“205“ 6”%”]_1z
laeal,, » Neoall p » Newall, < clioll ,

ove la costante ¢ non dipende da z; da cui segue per la (2)
(3) [{A; s w0) | < Myllec] [0,
con M = 2 J6cM.
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Ora si osservi che per ogni compatto K di Q, la (3) comporta in par-
ticolare:

(A, w?) | < Ml , el

= MZHZUZHL"/Z(K) per ogni w € D (K),

LK) (k)

da cui segue A; € (LP/Z(K))’, ovvero, cio che importa, che A; & localmente
sommabile su Q. _
Per cui la (3) diviene:

‘fA,-uzzdx
K

3 I I r _
A;eL’(K) con 7 tale che —r—-—|—?—]—-?——1

< Myjull, ol

Ossia:

per ogni compatto K di Q.
La maggiorazione (3) essendo poi uniforme rispetto a K, si ha in
definitiva

A el (Q).
E il Teorema I & cosi dimostrato.

Dimostrazione (del Teorema II). — Ricalcando i ragionamenti fatti al
principio della dimostrazione del Teorema I, otteniamo che la restrizione
a DX D della nostra forma « ha l'espressione

o« (u,v) = MZSZ (T,, (D u)-v).

Ma allora, procedendo come nella dimostrazione del Lemma 1, si pos-
sono determinare delle distribuzioni T, A;, B, = B,; su Q tali che:

a(u,v) = (T, uw)—l—z A,,a 'U\+Z\y)—g%—§7i>

per ogni %, v € D (Q). Ne segue, applicando il Lemma 2 e sfruttando la (iii),

che le B, sono funzioni di classe L™(Q).
Tenuto conto a questo punto che I'ipotesi (ii) si traduce in

(T, ) +2 3 (A, 520 /{<M el 1ol

se ne trae, applicando il Lemma 3, che le A; sono funzioni di classe L” su Q.
Osservato infine che Iipotesi (iv) si traduce con la relazione

(T, )] < Mylull,

si ottiene che T € L/(Q) con -;— + ?Iw =1
1
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Ora, poicheé l'espressione

7

(u,o>—>/Tuvdx+Z Artlodr+ X [ B, 2L 2 gy
. =1 z
Q Q

Brat i ox; ox
Q

definita e continua su H%)X(H%)ﬂ Lﬁ) coincide con la nostra o su 9X D e
percid su tutto Hp X (HoN L?), il Teorema II @& completamente dimostrato.

Dimostrazione (del Teorema III). — Procedendo come nella dimostra-

zione del Teorema II si arriva a far vedere che esistono B, = B;; € L™ (Q),
I I

AeL(Q) (_7‘_ e ;) TeL(Q) (?2 1 — é) tali che per ogni %, 7€ D (Q)

~

n r 3 n 5 ;
@) oc(u,v):/Tm;dx—}—i; /Ai%vdx_f_,-,;:l./ Bij@%%dx.

o! o Q

Ma il secondo membro della (4) definisce una forma bilineare continua
su Hix Hp in quanto, grazie ai teoremi di inclusione di Gagliardo—Nirenberg,

nell’ipotesi T € L/ (Q) (1 < ¢ < oo) esiste K > o tale che

! [Tuv dx

Q

< Kul, loll, w,veH)

e nella ipotesi A;e L” (2 < 7» < o0)

- | |
A _/Afgi‘jvdxngnuuﬂzuvnm u,veH).

Dopo di che, con gli stessi ragionamenti fatti alla fine del Teorema II
si perviene alla conclusione.
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