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Chimica. —■ Termo diffusione in regime transitorio: integrazione 
dell'equazione di continuità (#). Nota di R o m o lo  F r a n c e s c o n i  e 
C a r l o  C a s t e l l a r i  ((*) ** (***)>, presentata (**#) dal Socio G. B. B o n in o .

Summary. ■— The continuity equation for a  binary  system is integrated in the case 
of thermodiffusion in a diaphragm  cell. The m athem atical procedure of Laplace transfor
m ation is adopted and volume variations caused by tem perature gradients and thermodiffusion 
m igration is accounted for.

The effect of volume variations cannot be neglected.

Elenco dei simboli.

a intensità di variazione del volume nel tempo, definita dalla equazione (8);
a  param etro contenente la variazione di volume dei liquidi negli scomparti;
D jj diffusività molecolare;
J flusso del componente;
L spessore del setto poroso (media lunghezza dei pori che attraversano il setto);
M m assa molecolare del componente;
N frazione molare del componente;
S superficie del setto, norm ale ad a ;
s variabile di Laplace;
T tem peratura assoluta;
t  tempo;
V volume della miscela di uno scom parto della cella;
V volume parziale del componente;
v velocità del componente;
x  direzione del flusso;
p densità del componente;
er coefficiente di Soret definito dall’equazione (3).

Suffissi ed apici.

A , B scom parti della cella;
i ,2  , i componenti;
0 a ll’inizio dei tempi.

È noto che con l’effetto Soret si indica il fenomeno della termodiffusione, 
cioè l’insorgebe di un flusso di m ateria come conseguenza di un gradiente di 
tem peratura. L a m isura sperim entale della termodiffusione viene eseguita 
con celle costituite o da due piatti metallici paralleli a diverse tem perature 
e racchiudenti la soluzione o da due scom parti separati da un setto poroso e 
m antenuti a due tem perature diverse con agitazione.

(*) Lavoro eseguito con contributo del CNR, contratto n. 71.01660/03.
(**) Collaboratori al detto contratto.

(***) N ella seduta del io  febbraio 1973.
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In questa N ota viene studiata la termodififusione in una cella a setto poroso 
integrando l ’equazione di continuità nella form a contenente l’espressione 
fenomenologica del flusso di m ateria offerta dalla term odinam ica dei processi 
irreversibili

Per valutare l’effetto Soret della miscela (liquida) si può procedere essen
zialmente in due modi: si m isura la composizione del sistema nei due scom parti 
della cella nello stato stazionario, allorché è nullo il flusso di m ateria di ogni 
componente, som m a del flusso dovuto al gradiente termico e del flusso dovuto 
al gradiente di concentrazione; oppure, imposto sui due scom parti della cella, 
sempre all’inizio dell’esperienza, un dislivello di tem peratura e m antenutolo 
costante, si m isura in tem pi successivi la differenza di concentrazione che via 
via si form a tra  i due scom parti a causa della termodiffusione. I vantaggi del 
m etodo non stazionario dipendono in m assima parte dell’uso di un modello 
m atem atico nel quale siano espliciti fin dalle premesse i principali fattori che 
perturbano il fenomeno termodiffusivo: la variazione di volumi del sistema, 
nei due scom parti della cella, provocato nel tem po dallo stesso flusso term o
diffusivo; la differenza di velocità del componente chiave tra  i due scom parti, 
dovuta al dislivello di tem peratura imposto all’inizio e tenuto costante nel
l’intero corso dell’esperienza.

Il prim o di questi fattori fa si che le condizioni al contorno dell’equazione 
di continuità siano anch’esse equazioni differenziali nelle stesse variabili. 
L ’integrazione proposta ed elaborata in questa N ota segue un procedim ento 
che la distingue da altri proposti dalla letteratura [1-5] in circostanze simili, 
e si crede possa avere un particolare interesse.

Siano A  e B le regioni della cella m antenute ciascuna a composizione 
uniform e e alle tem perature rispettive Ta e XB (TB >  Ta) uniform i e costanti 
nel tem po t, fin da t  — o [3]; cosicché

dove x  è la direzione di flusso con verso da B ad A, con x  =  o al confine 
del setto affacciato a B e ■ x  =  L all’altro confine. L ’equazione di continuità 
per il componente 1 della miscela binaria è

Scelta inoltre come riferim ento al flusso diffusivo di 1, J1, la velocità 
dell’altro componente uguale a zero per soluzioni diluite [3], e data  a Ji 
l ’espressione fenomenologica [6]

(2)

(3)

(1) Per una analisi approfondita di questo argom ento si rim anda al libro di De Groot 
e M azur, citato più avanti [3].
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con & =  Du (AT/L) g 1 , la (2) diviene

»  T - D » - f e L + * - t

Le condizioni al contorno sono date dai bilanci m ateriali dello stesso 
componente, applicati ai due scom parti A  e B, per t  >  o

(5) a x  =  ° : \ j  (PiVb) =  S • R  ; « *  =  L : ~ ( PiVa) =  SJx 

m entre le condizioni chiavi si traducono nei valori

(6) P x = P Ì ( B) ; P x = P ? (A ) a t.=  o

non uguali tra  loro se si vuol m ettere appunto in conto l’effetto del dislivello 
delle tem perature, sem pre a t  =  o.

Sviluppati i prim i m em bri delle (5) e tenuta presente la (3), si ottiene

v »  A ” S D ll‘t r  + ( s s '
3Vb

■)pldt

v A ^
“  -  SD "  i r  + (s§  +

SVA
91

A causa del flusso termodiffusivo, Va e V b variano nel tem po nella stessa 
m isura m a in senso opposto: se si ritiene lecito porre

(8) 3Vb
9/ cost

allora, arrestando lo sviluppo in serie di Va e Vb al term ine lineare, è pure 
ovviam ente

(9) Va =  Vo A- at ; Vb — Vo —  at

ma, sostituite le (8) e (9) nelle (7), è pienam ente giustificato dall’evidenza 
sperim entale trascurare at in confronto a Vo nelle somme (9) che compaiono 
tal quali ai prim i m em bri, m entre ai secondi m em bri a è dello stesso ordine di 
grandezza dell addendo SS che include l ’effetto Soret. Il param etro a tiene 
conto anche dei prelievi, se questi sono lim itati nel num ero e nel volume 
(in tu tto  inferiore a Vo/1'00).

È evidente inoltre che allo stato stazionario, dal porre J i =  o nella (3) 
si ottiene per il coefficiente di Soret

( IO)
__ 9 In pijdx __ i j pi (B) 

9T/9a AT m pi (A)

m entre e pure lim a =  o poiché in tem pi molto lunghi tale variazione di
t ->oo

volume si fa sentire in m isura irrilevante: è questo una evidente conseguenza 
della stazionarietà.
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Posto

(à =  x/JL , 7) =  ßo D u t  , ß0 =  2 S/Vo L  , oco =  SL/V0 

£ =  SL/Dn , X =  £ T  d  , £1 =  2 ^/ßo Vo Dn

l’equazione di continuità prende la forma

(12)

con le condizioni iniziali

„ 3pi __ 52Pi 
0 3t) 3co*

3pi
3to

Pi =  P?(B) 

Px =  P?(A)

e le condizioni al contorno

co =  o )
[ 7] =  O 

CO =  I \

(H ) ( -  *)“
3pl
3t)

3pl
3(0 +  XPi co =  o ; i .

Tenuto presente quanto si è m ostrato nella nota (2) per il caso simile 
di diffusione isoterma, si ritiene lecito cercare la soluzione della (12) per 
a0 =  o; infatti la soluzione generale a0 =j= o, data  da una somma di infiniti 
term ini, può essere ricondotta -  per i piccoli valori di a0 che si incontrano 
in pratica -  alla somma dei prim i due termini; da altra parte tale soluzione 
rido tta equivale form alm ente a porre subito nell’equazione differenziale 
oc0 = ;o . Il caso per la termodiffusione sarà considerato altrove. L ’in te
grazione è condotta con Dn e £ costanti: la legittim ità di questa semplificazione 
è discussa nella nostra N ota [8] e nella Nota [7]; in quest’u ltim a è descritto 
anche con m aggiori particolari sia lo sviluppo formale dell’integrazione sia 
la condotta delle esperienze termodiffusive.

Nelle trasform ate di Laplace le (14) divengono

(IS) ( I)cù [spi Pi (J) =  o)] =  +  (e +  d) px o) =  o ; i,

dove s è la variabile di Laplace, m entre l’integrale della (12), con oc0 =  o, 
è identico nella trasform ata px :

(ï6) pi =  c± +  c2 p” £cù.

Poiché le (13) rappresentano condizioni iniziali anche per le (14), le 
costanti cx e c2 vengono determ inate dal sistema delle (15), sostituitavi la (16):

(j — e — d)Ci + ( s  —  d )c2 =  pO(B)

(s fi- £ +  &) cx +  (s +  d) c2 • =  pj (A)

sostituiti c± e c2 nella (16) si trova

(18) Pi =  —  j Pi (A) [(* — * — a) -  i) -  e] -  p» (B)

[(/ +  e +  tl) — e~z) +  se-*] |
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dove det è il determ inante dei coefficienti del sistema (17):

(19) det =  (e~* ~  1) _  £ (e~* +  1) j  — a  (s +  £1) (e~£ —  1)

Per invertire la (18) e ottenere la funzione cercata px =  Pi (« i 7j) si ricorre al 
m etodo dei residui approfittando del fatto che l ’espressione (18) è una funzione 
a un sol valore che presenta due poli di primo ordine in corrispondenza delle 
due radici della (19):

( 2 0 )  sk =  —  [Tl +  (—  +  ax ] ; t i  =  --ĝ /2 ■

I corrispondenti residui sono

(21) R i =  lim ( l  —  sk) e& p1 (cox tj)
^ ‘ì

e le funzioni invertite, somma dei residui R k (k — 1 ,2 ) ,

(22) pi 2  - p ^ r  { p?(A) [(st -  X) (r* *  — I) -  s]-2(1 —  e -  s) VtJ +  ax i = 1,2

— p° (B) Ê“e [ P  +  X) (*-*(<■>-«_ 1) +  s]}

così che la differenza di densità per il com ponente 1 tra  i due scom parti B 
ed A  risulta

(2 3 ) A pi I

2 i p  +  ax § 2 ( l , p  [PÎ (B) (st  +  X) -  pj (A) (Si—  X)].

Vale la pena osservare che al tem po t  =  o ( yj =  o) il profilo di concentrazione 
lungo il setto non sia lineare, m entre lo è l ’andam ento della tem peratura. Ciò 
significa che qualunque sia la funzione pi (co) all’atto del riem pim ento della 
cella, trascorse alcune ore l’andam ento della densità nel setto soddisfa l’equa
zione (22) m entre l ’andam ento della tem peratura diventa lineare quasi im m e
diatam ente e tale perm ane nel tempo.

N ell’ipotesi che siano trascurabili le variazioni di densità con la tem pe
ra tu ra , cioè

ApO=o , po(A) =  pO(B) =  pò
la (23) diventa

(24 ) Api =
Xpo

F-rf +  ax. z£=1,2 (“ 0

7]
J+Ï

m entre quando Ap o m a il param etro d  è nullo si ottiene 

(25) Api =  (1 —  é~2t‘1>) _|_ /\p0

con
p»(A) +  pJ(B)

(2 6 )
2
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Infine per Ü , Ap» = 0  la (23) prende la forma

(27)
spo

Ap, =  —L (1 — e-'1^ )  .Tl ' ' 7

Nel caso che e sia <  io  2, le equazioni (23-27) possono essere riscritte 
ponendo t, =  1 (l’andam ento delle funzioni risulta quasi coincidente)

(28) a Pi =  — 1 -....y .  j
1 2 Vi -f  dX k=i,2 (~ ■ i)£+i [pO(B)fe(i)+X).

— P?(A)(^(i) — X)]

(29)

(30)

Xpo
Ap =  ^ = L =,

1 V i +  dx

APi:= s Px(I ~

s£=1,2

AW ’ 
(— 1)4+1

e”2*) +  Ap®«-2>I

(31) APl =  £P0 ( i — r 2’)

con

si (*) — ( t +  (— i f  b  +  six ) .

L ’equazione (31) diventa anche

(32) APl =  Aploo (1 e~2r>)

con

(33) Apf^ == epO

a  > AP? =f= 0 

<£l ={= °  , ApJ =  o

d  == O , Ap® =J= O

a  , Apj =  o

se nell equazione (32) si vuole far comparire, al posto delle densità le fra
zioni m olari N r , tenendo presente che

(34)

risulta

(35)

Pi =
Ni Mt 

NiVj +  NaVa

ANX =  N“ s (i — e~2lì)

oppure, tenendo conto della seconda delle ( n ) ,  

(36) ANX =  ANloo(i — * - di i V )

dove

(3.7) AN1oo =  N»s

e la differenza di frazione m olare corrispondente alle condizioni stazionarie, 
m entre ß0 e la costante di cella desunta da m isure di diffusione ordinaria 
usando la stessa cella di termodiffusione. L ’equazione (36) coincide con quella 
o ttenuta in [4] (eccetto che nel term ine ß0 che è definito in [4] in modo da tener 
conto delle variazioni di volume) m a il procedim ento è diverso da quello qui 
seguito; il quale è indubbiam ente più rigoroso nel senso che l ’effetto delle
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variazioni di volume negli scom parti, che fanno capo ad 3 , è stato consi
derato, nelFam bito di approssim azioni ragionevoli, subito all’inizio nelle equa
zioni differenziali di bilancio.

Per verificare le equazioni (28-32) è stata costruita una cella m etallica 
con setto poroso atta  a m isure di termodiffusione di miscele liquide. In  una 
N ota successiva riferirem o i risultati di tali esperienze che hanno lo scopo' 
di indagare sull’influenza dei param etri che appaiono nelle equazioni teoriche.

Gli A utori ringraziano il prof. G. B. Bonino per l ’incoraggiam ento ed 
i suggerimenti, il prof. C .Trevissoi per l’assistenza e le discussioni loro offerti 
ed il prof. G. Semerano, D irettore dell’Istituto « G. Ciamician » dell’U niversità 
di Bologna per la ospitalità loro concessa nel detto Istituto per lo sviluppo 
della serie di lavori che si iniziano con questa Nota.
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