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Meccanica. —- Sul campo gravitazionale di una particella nucleare 
carica in Relatività generale (* (**)}. Nota di C arlo V e n in i , p re sen ta ta  (*#) 
dal Socio B. F in z i .

Sum m ary . — A strict solution is obtained for the field equations of general R ela
tiv ity , by  assum ing th a t the field m ust be generated by a nuclear particle. This solution has 
a spherical sym m etry and none of the variables depends on the time.

È ben noto che esistono soluzioni rigorose delle equazioni di campo della 
teoria della R elatività generale, nell’ipotesi che il campo stesso venga generato 
da una particella m ateriale priva di carica elettrica, sia stazionario e possegga 
sim m etria sferica [1].

Il problem a è stato successivam ente esteso e risolto per un corpuscolo 
m ateriale elettrizzato, quale può essere un elettrone, che crea un campo elet
trom agnetico m axwelliano [2].

Nella presente ricerca stabilisco dapprim a l’espressione del tensore di 
energia elettrom agnetica per un generico campo di Yukawa [3], caratterizzato 
notoriam ente dal fatto che la divergenza del tensore elettrom agnetico, ancora 
irrotazionale, non eguaglia, a differenza di quanto accade in un campo m axwel
liano, il vettore distribuzione elettrica, m a eguaglia la somma di questo vettore 
e di un secondo vettore proporzionale al vettore potenziale.

Successivamente trovo una soluzione delle equazioni di campo della 
R elatività generale per un particolare campo di Yukawa; precisam ente per 
quello generato da una particella nucleare, nell’ipotesi di stazionarietà e di 
sim m etria sferica. Pervengo a tale soluzione m ediante una integrazione per 
serie, (ritenendo che il potenziale elettrostatico presenti, nella posizione occu
pa ta  dalla particella stessa, una singolarità polare del prim o ordine, come 
nella classica teoria dei campi nucleari [4], e il tensore fondam entale una 
singolarità del secondo ordine, analogam ente a quanto  accade per u n ’ordi
naria  particella fornita di carica elettrica [2].

i. L e equazioni d i campo

Ih  un sistem a di riferim ento dello spazio-tem po riem anniano della R ela
tiv ità  generale, supponiam o che il campo generato da una particella nucleare, 
tra tta ta  come una singolarità del campo stesso e fornita di m assa intrinseca m

(*) Lavoro eseguito nell’am bito dell’attiv ità del 
m atica del C .N .R ..

(**) Nella seduta del io  febbraio 1973.

gruppo di ricerca per la Fisica M ate-
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e carica q, sia elettrostatico e possegga sim m etria sferica. L a m etrica può 
allora assum ere la seguente form a dilferenziale quadratica:

( i )  d j2  =  e<r) CZ f a 2 _  e X(r) d r z ---- ;-2 {-] Q2 ----- y2 s e n 2 Q d<p2 ,

dove la costante c rappresenta la velocità della luce nel vuoto rispetto ad ogni 
osservatore inerziale e t  il tem po. Inoltre, fissata una corrispondenza biunivoca 
tra  i punti dello spazio geom etrico V3 e quelli di uno spazio euclideo S3 , r  , 6 , <p 
sono le coordinate di V 3 corrispondenti a un sistema di coordinate polari in 
S3: la prim a risulta funzione del solo raggio vettore, le rim anenti due coinci
dono rispettivam ente con la latitudine e con la longitudine. Nella (1), infine, 
(T e X, per l ’ipotesi di sim m etria sferica, sono funzioni della sola r, da deter
m inarsi m ediante l’integrazione delle equazioni di campo.

D etta  g ag la generica com ponente covariante del tensore fondam entale, 
posto x° =  e t , x 1 =  r  , x 2 =  0 , Xs =  9, nel sistema di riferim ento (1) si ha:

£00 =  e° > Su = e* > Sz2= r2 ’ £33 =  ~ rZ sen2 0 ; gXa — o (A=j=q), 

da cui, per le componenti controvarianti:

(3) g n  =  è-°  ; =  ; g n = — r-^ . g 33 = _ ^ -2  sen- 2 e ; g*° =  o

=t= <*) •
Qui, come in seguito, gli indici greci assumono i valori o, 1, 2, 3, quelli 

latini i soli valori 1, 2, 3̂  T ra ttando  la particella nucleare come una singo
larità, le equàzioni di campo, valide esternam ente ad essa, sono le seguenti:

(4) A ag 4- / E afì =  o .

Nelle (4) E a(} rappresenta il tensore di energia elettrom agnetica,

(S) A ap =  Rap —  — Rggj

il tensore gravitazionale, ed è inoltre:

essendo k  la classica costante di attrazione universale. Nella (5), infine, Rag 
costituisce il tensore sim metrico di R iem ann contratto e

(7) R =  RXagx°

il suo invarian te  lineare.

2. D eterminazione del tensore gravitazionale 

Si ha notoriam ente:

(8) R
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Nella (8), come in seguito, la virgola è simbolo di derivazione parziale e

(9) {aß} ~  2 ^  (<£ao,ß T  £  aß,a " £ ß o c ,o)

rappresenta il generico simbolo di Christoffel di seconda specie.
Dalla (8), per le (9), (2) e (3), si deduce, dopo qualche calcolo:

/ Roo =  (------   5 +  A  o-X------ -  <r2 —  —) ;l \ 2 4 4 r  / ’

(10) I R ii =  ; R2£ =  ^ x [i +  — r (h  —  X)j — i ;

I R33 =  e~x ß  +  P ( i  — X)j sen2 0 ■— sen2 0 ; R ^  =  o (X =j= cr) ,

dove il punto sovrapposto indica la derivazione ordinaria, rispetto all’unica 
variabile dalla quale la grandezza dipende. D alla (5), per le (io), (7), (2) e 
(3), si trae:

i Aoo =  *° À (— +  74) ~~ 7^ J An — — A  — 7T +  A  e% >

] A22 =  — re~À(X — cr)---- - r2 é~x cr -f- — r 2 e~x g X — — r 2 é~x è2 ;I 2 v ' 2  1 4 4

I A33 =  \ ^ r e ~X — à ) -----*-r2 cf +  ~ r 2éTxcX----F r 2 e~x à2j sen2 0 ;

\ AXo =  O (X 4= <0 •

3. Equazioni elettromagnetiche e determinazione
DEL TENSORE D I ENERGIA ELETTROMAGNETICA

Introduciam o il tensore elettrom agnetico che, anche in un campo
di Yukawa, è emisimmetrico e irrotazionale, ossia deve soddisfare alle 
equazioni:

(12) £ttßYX Fyx/ß = ' O .

Nelle (12) la barra  è simbolo di derivazione tensoriale e £aßrX rappresenta 
il tensore di Ricci, notoriam ente emisimmetrico rispetto ad ogni coppia di 
indici. L a più generale soluzione delle (12) è fornita da:

(iß ) Faß =  Vß/a —  Va/ß =  Vß>a Vajß ,

dove Va è un vettore dello spazio-tem po, che si identifica con il vettore poten
ziale. T rattandosi di un  campo elettrostatico, risulta, nel riferim ento (1):

(*4) Vi -  V2 -  V3 -  o [5] ,
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e quindi, per le (3):

(15) V 1 =  V 2 =  V 3 =  o .

L ’unica com ponente covariante non nulla del precedente vettore è quindi 
quella tem porale V0 , la quale, per le ipotesi fatte, sarà ritenuta funzione della 
sola coordinata raggio r\ lo stesso accade allora, sem pre per le (3), per la 
com ponente tem porale controvariante. Dalle (13) si deduce:

0 6 )  Fio =  •— F01 =  Vo ,

m entre le altre componenti del tensore elettrom agnetico risultano nulle.
In  un generico campo di Y ukaw a il tensore elettrom agnetico deve inoltre 

soddisfare alle equazioni:

(17) F $ = J “ + S 2V«,

dove J a rappresenta il vettore distribuzione elettrica e Ç una costante, la quale, 
come si constata facilmente, possiede le dimensioni del reciproco di una

lunghezza. Nel caso di un campo nucleare, se si assume E ==' -2 K Mc con h
h

costante di P lanck e M ~  0,3 • io~24gr m assa intrinseca del pione, 1 /£ si iden
tifica con il raggio di azione delle classiche forze nucleari [6] e risulta 
i /E, ~  io “13 cm.

In  assenza della costante Ç, le (17) si riducono alle ben note equazioni 
valide in up ordinario campo elettrom agnetico.

Consideriam o ora il vettore forza specifica

(*8) H a =  Fa3J e ,

ottenuto componendo il tensore elettrom agnetico con il vettore distribuzione 
elettrica.

Come in un campo m axwelliano, im poniam o alla divergenza del tensore 
di energia elettrom agnetica Eaß di uguagliare H a . Im ponendo inoltre la con
dizione di solenoidalità di Lorentz, ossia ritenendo:

(T9) V/p =  o ,

una particolare soluzione delle equazioni

è fornita, per le (12), (17), (18) e (19), da:

(21) E a(3 =  g *  Far F ,ß +  j.g 'Q  FyX F tX +  e  ( v aV p- j  ^ V XV^) •

L a differenza fra l ’integrale generale delle equazioni lineari (20) e il loro 
integrale particolare (21) è rappresenta ta  dal tensore, privo di interesse, 
£aXop £ßy7]s B y7ì p , con BXay71 tensore quadruplo a priori arbitrario  che, senza

17. — RENDICONTI 1973, Voi. LIV, fase. 2.
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pregiudizio della generalità, riterrem o nullo. La (19), per le (2), (3), (14) e (15), 
è soddisfatta.

Nel riferim ento (1), corrispondente al campo generato da una particella 
nucleare, dalla (21) si trae  allora, grazie alle (2), (3), (13), (14) e (16):

f Eoo =  +  E11 =  - ~ ± e - ° V l  +  ± ì e e k- ° V l ;

(22) - E22 =  — r 2 e~a+a) V 20 +  — Z? r 2 r " V j  ;

[ E33 =  [ 4  r 2 e~Q'^ c> Vq +  -E l 2 2 e~° VqJ sen2 0 ; EXc =  o (X =j= <r).

4. Integrazione delle equazioni elettromagnetiche
E D I QUELLE D I CAMPO

Per le ( n )  e le (22), le sei equazioni di campo (4) corrispondenti ad indici 
differenti si riducono ad identità, m entre le quattro  corrispondenti ad indici 
eguali assumono la forma:

(23) / - » ( - L _ l ) _ _ L „ ° + ì , - > v S  +  Ì 5X _ o ;

(24) V? +  ì  ?  V$ =  o ;

(25) — r  e~ x (X — - ò r )  —  — r 2 e~x S +  — r 2 e~x è X---- -  r 2 e~x ò2 + ̂ 2 v y 2 4 4 1

+  I  r 2 , - (x+o) V2 +  r 2 V20 =  o ;

(26) \ l r  e~x (X — cr) —  -  r 2 e~k g +  — r 2 é~x ò X —  — r 2 e~x ò2 -f-[ 2  v y 2 4.  4

+  -  ^ " (X+0) V2 +  -J  I 2 r 2 <r* V2] sen2 6 =  o .

T rattandosi di un  campo generato da un corpuscolo considerato come una 
singolarità, risulta J a =  o. A  causa delle (2), (3), (14), (15), (13) e (16), 
ponérldo in (17) a =  o si perviene all’equazione:

(2 7 ) V0 -  -  ^  ( Ì + è ) V 0 + y  V0 — £2 V0 =  o ,

m entre per oc =  1 , 2 , 3 si ottengono tre identità.
Osserviam o innanzitutto  che la (26) è identica alla (25). M oltiplicando 

ambo, i m em bri della (23) per ex~° e sommando m em bro a m em bro con la 
(24) si trae:

à =  —X +(28)
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Sostituiam o la (23) con la (28). Come si constata dopo qualche calcolo, 
la (25) risulta conseguenza delle (24), (27) e (28): si può pervenire precisa- 
m ente alla (25) derivando la (24) e tenendo conto successivam ente della (27) 
e della (28). È  quindi lecito considerare le sole tre equazioni differenziali alle 
derivate ordinarie (24), (27) e (28), nelle tre funzioni incognite \  , a , V0 .

Conviene sostituire a X e a nuove funzioni y e 7), legate alle precedenti 
dalle relazioni seguenti:

(29) y =  <?° ; 7] =  e~x .

Per le (29), le equazioni (24), (27) e (28) assumono la forma:

(30) Tt) —  Tir —  x l 2 rVo =  o ;

(31) H"*) +  Y7) •— y +  r 2 7)Vo — £2 r 2 V(> =  o ;

(32) rT/)V0_ i _ r (ÿ7) —  7]y) V0 +  2 yt)V0■— £2ryVo =  o .

Osserviam o che, a causa delle (29) e delle (2), y si identifica con ed 7) 

COn —  £i7 ’ ^ erc^ amo di integrare per serie il sistema composto dalle (30), 
(31) e (32)> supponendo che, come avviene per un campo m axwelliano, y e 75 
presentino per r  =  o una singolarità polare del secondo ordine e V o, come 
nella classica teoria dei campi nucleari, una singolarità del prim o ordine. 
Poniam o allora:

(33) J 4 =  ~  ; Vo =  ~ ,

e riteniam o f , F , K  sviluppabili nelle seguenti serie di potenze intere non 
negative di r :i

00 00 00
(34) / = £ , * , * "  ; F = Ç # ^ r '  ; K =  ^ , c t r*,

con

(35) «o +  o ; ^oH=°  ; +

A  causa delle (33), le (30), (31) e (32) divengono:

(36) / F  —  F f —  y f f  r 3 K 2 =  o ;

(37) Ff —  F /r  +  r 2/ —  4  F ( r 2K 2- 2 r K K  +  K 2) + 1  ? r 4 K 2 =  o ;2 2

(38) r f  FK  +  - ì  ( / F  —  F f)  (K  —  Kr) — r 3/ K  =  o .
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Sostituendo le (34) nelle (36), (37) e (38) ed annullando il coefficiente 
della generica potenza essesima di r, si deducono le seguenti relazioni di tipo 
ricorrente:

(39) ( m +  1) am+1 bs_ m —  (m  +  i) bm+x as_m —  y g  cm cs_m_z =  o ;

(40) (1 —  s +  m) as_m bm +  as - 2 —  ~ [ ( m +  i) (/ +  x) cm+1 c, bs_m_i_ 2 —

'x522 (l —(— 1) cm Ci+x —{— cm ci bs^ m_i] -f- - cm cs_m_4 o ,

(41) (s /  ni +  i ) ( s  —  l  —  m) al bm cs_i_ m+1 —  — (m  +  1 ) ( s  —  l  —  m)-

1 P i  b m + x )  C$ i  ~  (W l H“ i )  ( p i  d m. + \  -  d i  bm  + x) ^s — l —m '

^  ^ s —m —3 O (*S* O , I , 2 ,•  • •)•

Nelle (39), (40) e (41) è sottintesa la som m atoria da o ad s rispetto ad /  e m, 
risultando ovviam ente nulli quei coefficienti il cui indice viene ad assum ere 
un valore negativo.

Per s =  o, la (39) e la (40), tenendo conto della seconda delle (35), assu
m ono rispettivam ente la forma:

(42) a1 b0 —  a0 b1 =  o ; a0 —  ^ c 20 = o ,

m entre la (41), per la terza delle (35), si riduce alla prim a delle (42).
Perds* =  i, là (39) dà luogo all’equazione:

(43) «2 èo —  ao h  =  0 >

la (40), per la seconda delle (42), risulta identicam ente soddisfatta, m entre 
la (41), a causa della prim a delle (42), della (43) e della prima, e seconda delle
(35), implica:

(44) ^2 =  0  •

Per j* =  2, la (40), per la (43), la (44), la seconda delle (42) e la prim a delle 
(35), comporta:

(45) b2 =  i .

Assegnati ad arbitrio, ad esempio, c0 , b0 , d x , c1 , dalle due relazioni (42) e 
dalla (43) si ricavano essendo b% fornito dalla (45).

Si constata facilmente che per la determ inazione dei generici term ini 
d p  , bp , Cp, con p  >  3, occorre fare uso della (40), ponendo in essa s =  p  e 
delle (39) e (41), ponendo s — p  —  1. Si ottiene in tal modo un  sistem a lineare 
non omogeneo di tre equazioni in cui figurano come incognite i tre m enzionati 
term ini; si può dim ostrare, dopo qualche calcolo, che il determ inante dei 
coefficienti delle incognite è diverso da zero.
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In definitiva nelle (39), (40) e (41), intervengono quattro  costanti a priori 
arbitrarie, conform em ente al fatto che la (36) e la (37) sono equazioni diffe
renziali del prim o ordine, m entre la (38) è del secondo ordine.

Se si identifica c0 con la carica q della particella nucleare, dalla seconda 
delle (42) si deduce, a causa della (6):

N ulla vieta di ritenere, come nel caso di un campo generato da un ordi
nario corpuscolo elettrizzato,

(46) b0 =  Æ0 .

Dalla prim a delle (42) si trae  allora a\ — b±. Assumiamo, come per una 
semplice carica:

r 2 kma, =  ài =  — — r— •c*

La (43), per la (46) e la (45), comporta:

a2 =  i .

Per quanto riguarda, infine, la costante cx , che interviene nello sviluppo 
in serie di K, ossia, per la terza delle (34), nell’espressione del potenziale 
elettrostatico, è lecito ritenere:

come avviene per il classico potenziale elettrostatico q\r e~^r del campo generato 
da una particella nucleare.
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