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Meccanica. — Un controllo dei metodi di discretizzazione per il 
guscio elastico. Nota (#) del Socio P la cid o  C ic a la .

Sum m ary . — A numerical accuracy test for finite element or finite difference methods 
in linear shell problems is suggested.

I .  L a convergenza dei m etodi di risoluzione per elementi finiti dei 
problem i elastici viene generalm ente esam inata (ad esempio [1 , 2]) sotto
ponendo le equazioni a cui essi conducono al controllo in uso per le equazioni 
alle differenze finite, fondato sugli sviluppi in serie di Taylor. Per la piastra, 
con elementi finiti a deform azioni com patibili o tensioni equilibrate, risultati 
più conclusivi sono stati ottenuti (ad esempio [3]) dalLindagine basata sulle 
proprietà di m inim a energia. D ’altra parte, da queste analisi per Luna o l’altra 
via è diffìcile desum ere indicazioni quantitative sugli errori relativi, nella 
cui valutazione (sempre in forte eccesso) intervengono derivate di ordine 
elevato delle funzioni incognite. Per la complessità di queste indagini nelle 
s tru ttu re a guscio, rette nell’ordinaria schematizzazione da un sistem a diffe
renziale di 8° ordine, si ricorre spesso a controlli empirici: si ripete il calcolo 
con frazionam ento variato o se ne confrontano i risultati con quelli di calco
lazioni presum ibilm ente più precise (ad esempio [4]).

Nella presente N ota si propone un controllo per le discretizzazioni m e
diante differenze o elementi finiti, delle equazioni del guscio elastico, fondato 
sul confronto con la soluzione esatta, per un problem a tipico già usato per 
l’esame delle trattazioni del guscio come continuo.

2. Si consideri un guscio cilindrico di spessore uniform e h\ nel cilindro 
medio, circolare di raggiouR, si m isurano le coordinate RÇi secondo le gene
ratrici e RE.2 in direzione ortogonale. Si prendono in esame le soluzioni del 
problem a bidimensionale (h —> o) per le quali ognuna delle variabili (o la sua 
derivata rispetto a £2) sia espressa nella forma

(*) Vj =  Vy cos n \ 2

essendo n costante e V)- funzione di Nella discretizzazione si fissano sezioni
norm ali del cilindro con intervalli costanti. Detto Vy il valore di V- nella
sezione £1 =  o, con notazione complessa il valore nella sezione £1 =  mtS^i 
si scrive

(2) v y =  v » ^ .

(*) Presentata nella seduta del io febbraio 1973.
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Per la discretizzazione in esame, sostituite nelle relative, equazioni le 
espressioni (1), (2), si constaterà che le funzioni di £2 siano eliminabili come 
fattori comuni. Si ottiene così un sistema lineare omogeneo nelle ampiezze 
Vy ; gli autovalori p  sono le radici dell’equazione che si scrive annullando il 
determ inante.

Quando il procedim ento in esame sia program m ato su calcolatore e si 
intenda evitare il calcolo analitico anzidetto, si può giungere ai valori p  valen
dosi del program m a stesso per determ inare le ampiezze V® corrispondenti 
ad assegnate condizioni sulle sezioni £1 =  ±  A £i. Siano vjk , vjk i valori di 
Vy che si ottengono ponendo V /; =  1 nelle sezioni h  =  ±  A£i rispettivam ente 
e fissando valori nulli per le altre variabili atte a definire la soluzione. Se il 
procedim ento discretizzato è in accordo con l’ordinaria formulazione diffe
renziale, a definire una soluzione potranno fissarsi sulle due sezioni 4 variabili, 
alle quali si assegnano indici j  , k  da 1 a 4. Per la linearità del problem a, la 
soluzione del tipo (2) verificherà le equazioni

(3) j v j i j Y l  ( y = i - 4)-

La condizione di com patibilità delle (3) fornisce gli auto valori p .  Si osserva 
che, per la sim m etria stru tturale, è

(4) Vjk\vjk =  V k j l V k j  =  ±  I

il segno dipendendo dalla scelta delle variabili. Di conseguenza risulta che 
l ’equazione in p  ha coppie di radici reciproche.

I valori o ttenuti saranno da confrontare con quelli che si ricavano, con 
le stesse posizioni (1), (2) dove è da sostituire m  con Ç1/AÇ1, dal sistema diffe
renziale. L ’equazione risultante, rido tta agli operatori, applicabile ad una 
variabile qualsiasi può scriversi

(5) [(X +  Y)2 +  2 X +  Y ]2 =  — K 4X 2 

essendo

X =  a2/a£i , Y =  a2/a^2 , K 4 =  i 2 (i  —  v2) R ^ 2

e v il coèfficiente di Poisson.

3. L a (5) vale, con errore relativo O (A/R) [5] per qualsiasi valore di n 
da O fino aH’ordine di K. Per esemplificazione si fa qui riferim ento a questa 
u ltim a condizione, ossia alla classe di soluzioni per le quali, per h o, m an
tenga valore finito il rapporto  R / ^ 2, soluzioni rette in prim a approssim azione 
dalle equazioni di D onne ll-Jen k in s-K arm àn . Qui la (5) si riduce alla equazione

(X +  Y)4 =  — K4 X 2 .(6)
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(7)

In  base a questa, uno dei valori p. è dato dalla relazione

In p 1 =  — [(1/4 +  C4 +  2)1/2 +  z (1/4 +  C4 —  2)1/2 +  C (1 +  z)] +V2

dove d'i =  nA^i , C =  Dalla (7), cam biando segno a C, si ha l’altra
radice p%\ am bedue hanno m oduli <  1, ossia corrispondono a soluzioni che 
tendono a sm orzarsi col crescere di Unendo a queste le reciproche, si hanno 
(con le coniugate) le otto soluzioni.

D alla trattazione m ediante differenze finite centrali con errori O (A2) 
si ha form alm ente la medesim a (6) con

(8)
X
n"

p  — 2 +  ijp _2 Y _  ̂ COS &2

essendo $2 =  nbS^. U na trattazione più precisa per le soluzioni considerate 
è stata sviluppata da Giencke [6] con un geniale procedim ento di discretiz- 
zazione che conduce ad espressioni delle derivate seconde coincidenti con 
quelle del metodo plurilocale [7] con errori 0 (A 4). Sviluppando i calcoli si 
giunge ancora alla (6) con le specificazioni

(9)
X P~ 1IP Y

P +10 +  1 jp
1 2  COS $ 2  -

5 -j- COS '

I risultati di calcolazioni effettuate per C =  1 ^  vengono qui riportati, 
indicando per ciascun caso, insieme ai valori assunti per $1 e &2, l’espressione, 
(7), (8) o (9), su cui si basa il calcolo. Il valore p i  si riferisce alla soluzione 
a variazione più rapida, m entre p 2 si riferisce alla soluzione che, col crescere 
di C, si accosta alla teoria di V lasof del cilindro lungo [8]: a questa si arriva 
precisam ente cancellando i term ini in X dal primo m em bro della (5).

( 7 )  ,%  =  7u/4 p x =  0,25112 —  0,16579 z

(8) , &>l =  Tu/4 , $ 2 = 0  P i =  0,27179 — 0,14890 z'

(9) , =  + 4  , 9'2 =  o p i ~  0,25130 — 0,16832 i

(8) , $1 — $2 =  Tü/4

(9) f — &2 =  7̂ /4

(7) , #1 =  ^/8

p i =  0,27508 — 0,15284 z 

Pi =  0 ,25143— 0,16845 z 

Pi = 0 ,5 2 5 3 7  —  0,15778 z

(8) , % =  tc/8 , $2 =  0 P i — 0 ,52875-— 0,15211z

( 9 )  >8i =  t t/8 , & 2 = o  p i  =  0,52543 — 0,15792 z

p i  =  0,52983 — 0,15278 z 

Pi = 0 ,5 2 5 4 4  — 0,15792 i

(8) , % ==• ^2 — tt/8

(9) , % =  &2 =  ^/8

P2 =  0,64658+0,13235 Z

p % =  0,64770+0,12992 Z

■p2 =  0,64659+0,13237 Z

p 2 — 0,66009+0,12965 Z 

A  — 0,64699+0,13236 z

7>2 =  0 ,80826+ 0 ,08l 87 Z

7>2 =  0,80839+0,08148 Z 

p<i =  0,80826+0,08187 z 

p % =  0,81030+0,08123 z 

Pz =  0,80827+0,08187 z.

(1) I calcoli vennero svolti dagli ingg. F. Algostino e C. Bosco.
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4. Il procedim ento suggerito fornisce un controllo per i m etodi discre- 
tizzati di calcolo delle stru ttu re a guscio, m ediante elaborazione algebrica 
delle relative equazioni o anche solo con buso della program m azione p re
para ta  per le applicazioni. N aturalm ente in questo sondaggio conviene sepa
rare gli effetti delle semplificazioni inerenti alla formulazione bidimensionale 
a cui quelle equazioni portano per A o. Per questo, se non si conduce alge
bricam ente l’indagine sull’equazione risultante, si dovrà disporre di calco
lazioni num eriche abbastanza precise da perm ettere di individuare il com
portam ento degli autovalori al limite A -> o. In  ogni caso, con calcoli più 
semplici che per ogni altra applicazione, si può giungere alla valutazione 
dell’errore di discretizzazione e dell’incidenza su questo dei vari affinamenti. 
Così dai valori sopra riportati si desumono indicazioni sull’influenza di un 
frazionam ento più o meno grossolano (come rivelato dallo scarto rispetto 
a I del modulo di p f )  e sugli effetti dell’affinamento rispetto alle più semplici 
differenze centrali, rappresentato  dalla riduzione dell’ordine di errore da 
A2 a A4. Il controllo suggerito è anche applicabile a maglie regolari più gene
rali di quella rettangolare sopra considerata. Poiché, m ediante combinazione 
delle soluzioni che si hanno dalle (1) e (2) con gli auto valori calcolati, è facile 
attuare prefissate condizioni sulle sezioni estreme per un tronco di guscio 
cilindrico, si può estendere l’esame ai > problem i al contorno; in questi, per 
m aggiore evidenza di risultati è opportuno riferirsi al guscio semindéfinito. 
L ’indagine può essere estesa anche a discretizzazioni tridim ensionali utiliz
zando la classica soluzione di Pochham m er-L am b-C hree.
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