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Analisi funzionale. — Sur une généralisation dè la notion de 
différentiabilité. Nota di C o r n e l i u  U r s e s c u , presentata (,) dal Socio 
B . S e g r e .

R ia s s u n to . -— Viene introdotto e studiato un tipo di differenziale utilizzato nei pro­
blemi di controllo ed ottimizzazione. Tale tipo risulta intermedio fra quelli dovuti a Fréchet 
ed a G âteaux.

1. Le but de ce travail est l’étude d ’une différentielle utile dans les 
problèmes d ’optim isation et de control. Des ensembles du type KXo(^0) 
(voir la Définition 1) se rencontrent dans [1] (ensemble des variations adm is­
sibles pour une restriction de type égalité) et [2] (cône tangent). Des fonctions 
du type Df (x0) (voir la Définition 3) se rencontrent dans [2] (Chapitre 1, 
formule (11.1)), [3] (formule (2.2)) et [4] (formule (6.6)).

La com paraison entre la différentiabilité dans le sens de la Définition 2 
et la différentiabilité G âteaux et Fréchet est possible seulement si le point x 0 

est intérieur à l ’ensemble X o . D ans ce cas, dans [4] on dém ontre que la diffé­
rentiabilité G âteaux est plus faible et la différentiabilité Fréchet est plus forte.

2. Soient X un espace vectoriel topologique sur R , <%> l’ensemble des 
voisinages de l’origine de X et x 0 G X 0 C X.

D É F IN IT IO N  4 .  K x 0(-^o) est  l'ensemble de points r l X  qui ont la pro­
priété:

pour tout r > o et V G il existe s e ( o , r ) et v e V  tels que 
x 0 s (x v) G Xo .

PROPOSITION i .  L l ensemble K x 0(#o) est un cône pointé, fermé.

Démonstration. M ontrons que l’ensemble KXo(^0) est un cône. Soient 
t  >  o et x  G K Xo(^o)* M ontrons que tx  G K Xo(^0)- Soient r  >  o et V  G 6V. 
Il existe s E (p , tr) et v G (1 /t) V  tels que x 0 +   ̂(x +  v) G X 0 (Définition 1). 
Alors (s\t) G (o , r) , tv G V et x 0 +  (s/t) (tx +  tv) G X 0 donc tx G KXo(^0) (Dé­
finition 1).

M ontrons, m aintenant, que le cône KXo(^0) est pointé, c’es t-à -d ire  que 
o g K x 0(^o). Soient r >  o et V  G 6P. Alors (r/2) G (o , r) , o G V et x 0 +  
+  (f!2) (o -f  o) G Xo donc o G Kx0(^o) (Définition 1).

M ontrons, enfin, que l’ensemble K Xo(^0) est fermé. Soit x  appartenan t 
à l’adhérence de K Xo(*0). M ontrons que x  G K Xo(^0)- Soient r  >  o et V  G 6P. 
On trouve V  G tel que V - f  V 'C V . Il y a v G V f tel que x  +  v G Kx,(^o)* 
Il existe (Définition 1) sE ( o , r) et v” G V ' tels que x 0 +  s (x +  v ’ +  v") G X 0 .

(*) Nella seduta del io  febbraio 1973.
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Posons v — v ' + v " .  Alors « V  et x 0 +  s ( x  +  v) e X 0, donc x  e K Xt(x o) 
(Définition i).

P r o p o s i t i o n  2. Soient x ü c X x C X2 . Alors on a:

Kxj (x o) C K x,(x o)-

Démonstration. Soit a: e Kx, (*<))• M ontrons que *  e K Xl(:r0). Soient 
r  > o et V  6 Il existe s e ( o , r )  et v e V tels que x 0 +  j  (x +  v) e X x 
(Définition 1). Alors x 0 -|- s ( x  +  v) e X2 donc r e  K x ,(x0) (Définition 1).'

P r o p o s i t i o n  3. Soient X =  Ü  X*’, X 0 =  I l  et x 0 =  (4 ). r , où I
tel tel tE

est un ensemble d'indices i et pour tout i £ I , X ' est un espace vectoriel 
topologique sur R et x\.£ X *0 C X'. Alors on a:

Kx0( * o ) C n K x!-(4 ) .tel 0

Démonstration. Soit x £  KXo (x0). M ontrons que x £  n K x/(^q). Posons
ze I 0

x  — (x ‘)iei • Soit i  e I. M ontrons que x  e K xi(x°0). Soient r  > o et V ’ e A1' 
où SD1 est l’ensemble des voisinages de l’origine de X ‘. Posons V J =  X ' pour 
j  =(= i  et V  =  J J  V 7 • H existe s e ( o , r )  et » e V  tels que x 0 +  s (x +  v) e X 0

./e  I

(Définition i). Posons v =  (yj)J e l . Alors v' £ V* et Xq + s  (x*‘ +  v ) £ 
donc x* £ K x/ ( xq) (Définition i).

3. Soient Y un espace vectoriel topologique sur R, séparé, W  l ’ensemble 
des voisinages de l’origine de Y et /  : X 0 -> Y.

DÉFINITION 2. La fonction f  est différentiable en x 0 £ Xo si pour tout 
x  £ K Xo (x0) i l  existe au moins un y  £ Y  qui a la propriété'.

pour tout W  £ W  il  existe r >  o et V 6 tels que si s £ (o , r), v £ V 
et Xo f  s (x f  v) £ Xo alors f ( x 0 -j- s (x  -f- v)) £ f ( x 0) +  s (y  +  W).

PROPOSITION 4. Soit f  différentiable en x 0 . Alors pour tout r  e K Xo (xf) 
t l  existe au plus un y  £ Y  qui a la propriété de la Définition 2.

Démonstration. Supposons par l’absurde q u ’il existe au moins deux 
éléments y ±^ Y  et y 2£ Y  qui ont la propriété de la Définition 2. On trouve 
W e ^  tel que (y 1 +  W) n  (y 2 + W ) =  0 . Pour tout i  =  1 , 2  il existe 
ri >  O et V,- £ tels que si s £ (o , r,-), v £ V,- et x 0 +  s (x  +  v ) e X 0 alors 
f  (x0 -f- s (x  +  v)) £ f  (x0) - f  s(y;  +  W) (Définition 2). Posons r  — m in (r3 , r2) 
et V  =  Vi n V 2. Il existe s £ (o , r) et v £ V tels que x 0 +  s (x  -f- v) £ Xo 
(Définition 1). Alors (ijs) ( f ( x 0 +  j  (x +  v)) — f ( x 0)) £ (jy± +  W) n  (y 2 +  W) 
ce qui est absurde.

DÉFINITION 3. Soit f  différentiable en x 0. Alors la fonction Df (x^) : 
K x0 (#0) Y > °ù pour tout r e K Xo( i 0) ,D / ( % ) ( i }  est Punique élément
de Y  qui a la propriété de la Définition 2, est la différentielle de f  en x 0.
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P r o p o s i t i o n  5. Soit f  différentiable en xo. Alors on a : 

gr (Pf (x0)) =  Kgr{/) (x0 , f ( x 0)) 

où g r ( / )  e$t le graphe de f .

Démonstration. Soient (x , y)  e g r (Dy(#0)), c’est-à -d ire  j e  Kx0(^0) 
et y  =  Dy(x0) (x). M ontrons que (x , y ) £  Kgr(/)(#0 Soient r  >  o,
V  e ^  et W  e tyV. On peut supposer par suite de la Définition 3, en d im inuant 
éventuellem ent r  et V, que si s € (o ,r),  v e V  et x 0 +  s (x +  v) e Xo alors 
f  (x o +  s (x +  v)) e /  (x0) +  s (D/(x0) (x) +  W). Il existe s e (o , r) et v è V 
tels que x 0 +  s (x  +  v) 0 Xo (Définition 1) et w  e W  tel que f ( x Q +  s (x  +  v)) =  
=  / (x o) +  * (D ,(* 0) (*) +  w)- Alors (x o J ( x oï) +  s((x , y)  +  (v , w )) 6 g r ( / )  
donc (x , y)  e Kgr(/)(x0 , / ( x 0)) (Définition i).

Soit, m aintenant, ( x  , y) e Kgr(/)(x0 , f ( x 0)). M ontrons que (x , y)  € 
e gr (Dy^o)), c’est-à -d ire  que x  e K Xo(^o) et y  — Dy(:r0) (x ). Puisque 
g r ( / )  Ç  X 0 X Y, on a (x , y) e K x#xy (* 0 »/(*o)) (Proposition 2) donc #  e K Xo(^0) 
(Proposition 3). M ontrons m ain tenant que y  =  D/O^o) (ff). Supposons par 
l’absurde que y  Dy (x0) (x). On trouve W  e f lV  tel que (y +  W) n  
O (Dy(^o) (%) +  W) =  0.  Il existe r  >  o et V e  tels que si  ̂ e (o , r), v e V  
et x 0 - f  s (x +  v) e Xo alors f  ( x 0 +  s (x +  v)) e /  (x0) +  ^ (Dy(^0) (x) +  W) 
(Définition 3). Il y a s e (o , r) , v e V et w e  W  tels que (^0 , / W )  +  
+'*■■((•*■,>') +  e g r ( / )  (Définition 1), c’est-à -d ire  x 0 +  s (x +  v) e Xo et

f ( x 0 +  j(* -h  z/)) =  f ( x 0) +  s ( y  +  «0 - Alors ( i/ j)  C/O0 +   ̂(* +  Z')) —  /O ro)) 6 
e (y  +  W) O (Dy(^;0) (.x) +  W) ce qui est absurde.

PROPOSITION 6. SW/ f  différentiable en x 0. Alors Vensemble g r  (D f fx ff)  
est ferm é et pour tout t  >  o et x  £ K Xo (x0) on a:

tOf (x0) (x) =■ Dy(^o) (tx) .

Démonstration. D ’après les Propositions 1 et 5, il résulte que le graphe 
de la fonction Dy(;r0) est fermé. Soit m aintenant t  >  o et x  e K Xo( r̂0)- Alors 
{x , Df (x0) (x)) eK gr(/) (x0 , / ( x 0)) (Proposition 5), ( t x , tDf (x0) (x)) e Kgrif)(x0 , f ( x 0)) 
(Proposition i) et tD ffx 0) (x) =  Dy(^r0) (/#) (Proposition 5).

PROPOSITION 7. S W / f  différentiable en x 0. Alors D  y  (x0) est continue 
sur K Xo(^o)-

Démonstration. Soit #  e-.KXo(#0). M ontrons que D y (;r0) est continue 
en ;r. Soit W  e f l  On trouve W ' e QV tel que W ' — W 'C W . Il existe 
f  >  o et ' V ' e tels que si s e (o , r'), v e V f et x 0 +  s (x +  v) e Xo alors 
/  (x0 +  s (x -f  v)) e f  (x0) +  s (Dy (-^o) (x) +  W ') (Définition 3). On trouve 
V e 6!) tel que V +  V C Vb Soit t> eV  e t ^ : - j - ^ e  K Xo(;r0). M ontrons que 
D /^ o )  (•* +  u) e T>y(x0) (x ) +  W. On a (^ +  &, D/ (a;0) +  z/)) ç Kgr(/)(^0 , / ( ^ 0))
(Proposition 5), donc il existe j  e ( o , r'), v ’ e V et w e W ' tels que (x0 , f ( x oï) +  
+  J ((x +  v , T)f (x0) (x +  v)) +  (z/' ,w )) e g r ( / )  (Définition 1) c’es t-à -d ire  
^ 0+ - r ( ^ + » + » ' )  e X 0 et / ( ^ 0+ j ( a r + z /  +  z/')) = / ( ^ 0) +-s,(D /(^ 0)(^  +  ^) +  ̂ )-
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M ais v +  v e V ' donc f ( x 0 +  s (x +  v +  v')) e f ( x 0) +  j  (Df (x0) (x) +  W '). 
Pour conclure Df (x0) (oc +  v) e ~Df (x0) (x) +  W'-— W ' C D/ ( x0) (x) +  W.

PROPOSITION 8. Soit fdifférentiable en x 0. Alors pour tout ensemble com­
pact M C K x„ (x0) et W  6 4 P, i l  existe r  > o et V e 3)) tels que si x  6 M, 
s e ( o , r )  , v  e V  et x 0 +  s (x +  v) e X 0 alors f  (x0 +  s (x +  v)) e /  (x0) +  
+  s ( p f (xo) (x) +  W).

Démonstration. Soient M Ç K x ,( r0) un ensemble com pact et W e f l  
Il existe W ' 6 4 P tel que W ' —  W ' C W. Pour tou t ' x  e M il existe r'x >  o 
et V* e 4 ) tels que:

1) si j  e (o , r*) , v e V x et x 0 4- j  (x +  v) e Xo alors f ( x 0 +  s (x  +  v)) 6 
ef ( x o) +  j(D/(*o) (x) +  W ') (Définition 3);

2) si i/eV Ì et * +  v e KXo(;r0) alors Dy(^0) (a: +  v) e Dy^o) (*) +  W' 
(Proposition 7).

On trouve V x e ^  tel que V^ +  V ^Ç V *. Il y a un ensemble fini
n

{ x i 1 * ‘ * > x n } C M tel que M C u  (xi +  V*.). Posons r ~  m in rx et V  =  n  V r
i=i 1 i 1

Soient ^ 6 M . , j e ( o , r ) , z / e V  et x 0 -f- ^ (x fi- v) E Xo . Il existe un indice i 
et € V*. tels que x  =  x { +  . Puisque  ̂ e (0 , r'x)  et +  v e V i., on a
f  (x 0 +  s (x i +  vi +  v)) G/ ( ^ o )  +  s (D/(^o) (**') +  W '). Puisque E V i., on 
a D/(x0) (xi +  vt) e Df (x0) (xt)  +  W '. Pour c o n c lu re /(x0 +  s (x  +  v)). E f ( x 0) +  
+  s (Dy(;r0) (x) +  W  W  ) Q /  (xq) -f- s (D/(#o) (x) W).

P ro p o s i t io n  9. £ 0 #  /  différentiable en r̂o* Alors on a:

D / W ( K x. W ) C K / (x0) ( / ( * o)).

Démonstration. Soit jp 6 (K x„(^0))- M ontrons que _y e K/(Xo) ( /(a r0)).
Il existe # e -K x,(*o) teî <îue X =  D/O o) (*)• Alors ( x , y ) e K  gr(/)(x0 , f ( x 0)) 
(Proposition 5). Puisque g r ( / )  C X X / ( X 0), on a ( x , y ) e  K Xx/(X.)(*o ,/(* o ))  
(Proposition 2) donc 6 K/(Xo) ( f ( x 0)) (Proposition 3).

P r o p o s i t i o n  10. Soient Y - [ J Y' et f  =  ( f ‘f  I «w ensemble
, . . .  . iel ,e 

d  indices i et pour tout 1 e I , Y' est un espace vectoriel topologique sur R,
séparé et f* : X 0 —> Y'. Alors la fonction f  est différentiable en x 0 si et seulement
si pour tout i e I la fonction f l est différentiable en x 0 . E n  ce cas on a\

D/(*o) =  (D/(*o)),eI .

Démonstration. Soit /  différentiable en x 0. Soit i  e I. M ontrons que f  
est différentiable en x 0. Soit x  e K x f x 0). Posons Df (x0) (x) =  (yJ)fe[. Soit 
■W'e.&lP ' où est l ’ensemble des voisinages de l’origine de Y ‘. Posons 
W-7■= Y-7 pour y  =4=7' et W  =  FTW?. Il existe r > o  et V e 3)) tels que si

j e  1
s e (o , r) , v e V et x 0 -f- j  (x +  v) e X 0 alors f  (x0 f -  s (x f  v)) e f  (x0) +  
+  ■s' (P/(x 0) (^) +  W) (Définition 3) donc f  (x0 +  s (x +  v)) e f  (x0) +
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+  J (y ’ +  WO, ce que signifie que f  est différentiable en x 0 (Définition 2) 
et T>ji (x0) (x) =  y ' (Définition 3).

Soit, m aintenant, f ‘ différentiable en x 0 pour tout i e  I. M ontrons q u e /  
est différentiable en x 0. Soit r e K s , ^ ) .  Posons y  =  (D/i:(x0) (x)) . Soit
W  e °2V. On peut supposer, en d im inuant éventuellem ent W, que W  =  f J W 2'

Z G I
où pour tou t i e l o n  a W ‘ e et, à l ’exception d ’un ensemble fini J d ’indices 
i, on a W 2 =  Y 2. Pour tout i e  J il existe r2' >  o et V 2e tels que si 
s e ( o  ,A)  , v e  V 2' et x 0 +  j  (x +  v) e X 0 alors f ( x 0 +  s (x  +  v)) e f ( x 0) +  
+  s(Df i (x0) (x) +  WO (Définition 3). Posons r  =  m in r2 et V =  n  V 2. Soient

l £ J 2 £ J
s e (o , r)  , v e V  et x 0 +  s (x  +  v) e X 0 . Alors f  (x0 +  j  (x +  v)) e f  (x0) +  
+  s (P /i(x o) 0*0 +  WO pour i c  J, puisque j f (  o , r 2) et v e Y £, ainsi que 
pour i e J, puisque W 2 =  Y1'. Pour conclure f ( * 0 +  s (x  +  v ) ) e f ( x 0) +  
+  s ( y  +  W) donc /  est différentiable en x 0 (Définition 2) et D/ (x0) (x) = y  
(Définition 3).

P ro p o s i t io n  II .  Soit f  differentiable en x 0 . Alors f  est continue en x 0 .

Démonstration, Soit W  e 'ÎP. On peut supposer, en d im inuant éventuelle­
m ent W, que l’ensemble W  est équilibré. Puisque o e  K Xo(*o) (Proposition i) 
et T>f (x0) (o) =  o (Proposition 6), il existe r >  o et V ' 6 «P tels que si s e (o , r), 
v effl et x 0 -f- sv' e Xo alors /  (x0 ~b sv’') e f  (xq) - f  iW . On peut supposer, 
en d im inuant éventuellem ent r, que r  <  2. Posons V  =  (r/2) V '. Soit v e \ r 
et x 0 -f- v e X 0 . M ontrons que f ( x 0 +  v) e / ( * 0) +  W. On trouve v e Y  
tel que v =  (r/2) v’. Alors f ( x 0 +  v) = f ( x 0 +  (r/2) v') e f ( x 0) +  (r/2) W  C 
C f ( x o ) + W .

4. Soient Yo C Y , Z un second espace vectoriel topologique sur R, 
séparé, l’ensemble des voisinages de l’origine de Z et g  : Y0 -> Z.

P ro p o s i t io n  12. Soient/(X o ) C Yo e t/  différentiable en xo. Alors on a\ 

D / W ( K x . W ) £ K Yi( / ( r 0)) .

Soit, en outre, g  différentiable en /(* „ ) . Alors g  o f  est différentiable en 
xo et on a:

EW(*o) ~  D ,( /(* 0)) 0 D /* 0) •

Démonstration. Soit ^ e K Xo(^o)- Posons y  =  Df (x0) (x). Alors y  E
e K/(x0)(/(^ o )) (Proposition 9) donc 6 Ky#( / ( ^ 0)) (Proposition ' 2). Posons 
2  ~  D , ( / ( * 0)) (x)* Soit U e f .  Il existe r >  o et W  6 LW  tels que si s E (o , r), 
w e W  et /  (xq) +  i- {y +  w) e Y0 alors g{ f (x^ )  +  s (y +  w)) ^g{ f ( x^ ) )  +  

s (2 U) (Définition 3). On peut supposer, en dim inuant éventuellem ent 
r, q u ’il existe V  E tel que si ^ ( o , f ) , z / e V  et x 0 +  s (x - f  v) E X 0 alors 
f (x 0 +  * (x  +  v)) 6/(^ o )  +   ̂(y +  W) (Définition 3). Soient s E (o , r) , v E V 
et x 0 +  's (x +  v) E Xo . Il y a w E W  tel que f ( x Q s (x +  v)) =  f  (x0) +
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+  s ( y  +  w). Puisque /(*„) +  s ( y  +  w)  e Y0 , on a g ( J ( x 0 +  s (x  +  v))) e 
6 g  ( /  Ao)) +  J (% +  U) donc g  o f  est différentiable en x 0 (Définition 2) et
I-V0/(^0) (%) =  Z (Définition 3).
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