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Analisi funzionale. — Swur wne généralisation de la notion de
différentiabilité. Nota di CorneL1u UrsEscu, presentata @ dal Socio
B. SEGRrE.

RIASSUNTO. — Viene introdotto e studiato un tipo di differenziale utilizzato nei pro-
blemi di controllo ed ottimizzazione. Tale tipo risulta intermedio fra quelli dovuti a Fréchet
ed a Gateaux.

1. Le but de ce travail est I’étude d’une différentielle utile dans les
problemes d’optimisation et de control. Des ensembles du type Kx, (%)
(voir la Définition 1) se rencontrent dans [1] (ensemble des variations admis-
sibles pour une restriction de type égalité) et [2] (cone tangent). Des fonctions
du type Dy(x,) (voir la Définition 3) se rencontrent dans [2] (Chapitre 1,
formule (11.1)), [3] (formule (2.2)) et [4] (formule (6.6)).

La comparaison entre la différentiabilité dans le sens de la Définition 2
et la différentiabilité Gateaux et Fréchet est possible seulement si le point z,
est intérieur a 'ensemble Xo. Dans ce cas, dans [4] on démontre que la diffé-
rentiabilité Gateaux est plus faible et la différentiabilité Fréchet est plus forte.

2. Soient X un espace vectoriel topologique sur R, 1'ensemble des
voisinages de l'origine de X et x5€ X, C X.

DEFINITION 1. Kx,(x0) est lensemble de points x € X qui ont la pro-
prieté:
pour tout r>o0 et V€N il existe s€(0,r) et veV tels que
xo+ s(x+v) e Xp.

PROPOSITION 1. L'ensemble Kx,(xo) est un céne pointé, fermé.

Démonstration. Montrons que I'ensemble Kx,(xy) est un cbne. Soient
t>o0 et x€Kx,(rg). Montrons que #r € Kx,(x,). Soient » >0 et V€,
Il existe s€(0,2) et ve(1/H)V tels que x5+ s(x + ) € X, (Définition 1).
Alors (s/t) € (0,7),tv €V et xy+ (s/t) (¢x + tv) € Xo donc zx € Kx, (%) (Dé-
finition T1).

Montrons, maintenant, que le céne Kx, () est pointé, c’est-a—dire que
0€ Kx, (). Soient » >0 et Ved. Alors (r/2)€(0,7),0€V et xy-+
-+ (#/2) (0 + o) € Xy donc o0 € Kx, (*) (Définition 1).

Montrons, enfin, que I'ensemble Kx, (%) est fermé. Soit x appartenant

4 Tadhérence de Ky, (x,). Montrons que x € Kx., (%¢). Soient » >0 et V€,
On trouve V' €  tel que V' —}—V'”‘V Ilyao eV’ tel que x + o' € Kx, ().
I existe (Déﬁmtlon 1)s€(0,7)etv” €V tels que xg+ s(x + o' + o) € Xp.

(*) Nella seduta del 10 febbraio 1973.
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Posons v =o' 4 ¢'". Alors v €V et x,+ s(x +v) € Xg, donc xe€ Kx,(xg)
(Définition 1).

PROPOSITION 2. Soient xy€ X; C Xa. Alors on a:
KXI <x0) —C—- KXz <x0)'

Démonstration.  Soit x € Kx,(x). Montrons que x € Ky, (). Soient
7>0 et Ve, Il existe s€(0,7) et veV tels que Zo+s(x+v)eXy
(Définition 1). Alors xy+ s(x 4 2) € Xz donc x € Kx,(x,) (Définition 1)

PROPOSITION 3. Soient X =[] X7, Xo = TI X6 ez xp = (xa) o on 1

zel el
est un ensemble d'indices i ¢t pour tout 7€l , X est un espace vectoriel
topologique sur R et x) € X, C X, Alors on a:

Kx, (#0) C I;! Ky (%) -

Démonstration. Soit x € Kx, (xy). Montrons que x €[] Ky (x(l)) Posons
zel °

x = (%), ;. Soit 7€1. Montrons que x € Ky: (xy). Soient » >0 et Vie R

olt ¥ est I'ensemble des voisinages de l'origine de Xf. Posons V/ = X’ pour
i et V=]] V. 1l existe s€(0,7) et veV tels que xy+ s(x +v) € Xo

Jel
(Deﬁnmon 1). Posons v= (/) ;. Alors ¢ €V et a4 ts@E4o)e X
donc x'€ KXZ (xo) (Définition 1).

3. Soient Y un espace vectoriel topologique sur R, séparé, Q0 I’ensemble
des voisinages de l'origine de Y et f: Xy — Y.

DEFINITION 2. La fonction f est différentiable en xq€ Xo si pour tout
x € Kx,(%g) 4/ existe au moins un y €Y qui a la propriété:

pour tout W € Q0 4/ existe r >0 et V€N tels que si s€(0,r), veV

et x 4 s(x+v) € Xo alors f(xg+ s(x+0)) €f(xg) + s(y -+ W).

PROPOSITION 4. Soit f différentiable en xo. Alors pour tout x € Kx, ()
il existe au plus un y € Y qui a la propriété de la Définition 2.

Démonstration. Supposons par l'absurde qu’il existe au moins deux
éléments y €Y et y,€ Y qui ont la propriété de la Définition 2. On trouve
Weaw tel que (y,+W)n (y,+W)=g. Pour tout 7=1,2 il existe
7:>0 et V,€® tels que si s€(0,7), v€V; et xy+ s(x+v)€ X, alors
S (xo+ s(x + 9)) €f (%) + s(y; + W) (Définition 2). Posons 7 = min (r1,79)
et V=ViNVs. Il existe s€(0,7) et v€V tels que xy+ s(x -+ v)€ X
(Deﬁmtlon 1). Alors (1/s) (f(xg + s (x + ) —F (x0)) € 31 + W) 0 (35 + W)

ce qui est absurde.

DEFINITION 3. Soit f différentiable en x,. Alors la fonction Dy(x) :
Kx,(x0) =Y, o0& pour tout xe€XKx,(x0),Ds(xg) (x) est lunique élément
de Y qui a la propriété de la Définition 2, est la différenticlle de f en x,.



[123] CORNELIU URSESCU, Sur une généralisation de la notion, ecc. 201

PROPOSITION 5. Soit f différentiable en xo. Alors on a:
gr (Ds(x0)) = Kerpy (0, /(%0))
otr gr(f) est le graphe de f.

Démonstration. Soient (x,y) € gr (Ds(xy)), cest-a—dire =x € Kx,(xg)
et y = Dy(xp) (x). Montrons que (x,y) € Ky (x9,/ (x0)). Soient » > o,
Ve et WeQ. On peut supposer par suite de la Définition 3, en diminuant
éventuellement » et V, que si s€(0,7), v€V et xy+s(xr+v)e Xy alors
F (o4 s +2) €f(xg) + sDslxg) (x) + W). Il existe s€(0,7) et v€V
tels que xp + s (x + 2) € Xo (Définition 1) et w € W tel que f(xg + s(x + 2)) =
— f (x0) + s(Dy(xo) (¥) + ). Alors (xg,f (x0)) + ((x , ) + (v, @) € gr ()
donc (x,9) € Kar(s) (%9 ,.f (%¢)) (Définition 1).

Soit, maintenant, (x,¥)€ Ku(y(xp,/ (x9)). Montrons que (x,y)€
€ gr (Ds(xy)), c'est-a—dire que x€ Kx,(x;) et y = Ds(xy) (x). Puisque
gr(f) C XoXY,ona(x,y)€Kx,xy(xg,f (x9)) (Proposition 2) donc x € Kx, ()
(Proposition 3). Montrons maintenant que y = Dy(x¢) (¥). Supposons par
I'absurde que » == D;(xy) (). On trouve W€ Q tel que (y + W) n
N(Dy(xp)(x) + W)= g. Ilexiste » >0 et VeVtels que si s€(0,7),veV
et xo+ s(x +v) € Xo alors f(xg+ s (x4 v) € f(xg) + s(Ds(xo) (x) + W)
(Définition 3). Il y a s€(o,»),v€eV et weW tels que (xg,f (%) +
+s((x,y)+ s(v,w)) € gr(f) (Définition 1), c’est-a—dire xy+ s(x -+ v) € Xg et

S (xo+ s(x+v) = f(x) + s(y +w). Alors (1/s) (f (xo+ s (x+ v)) —f (xy)) €
€(y + W) n (Ds(xp) (x) + W) ce qui est absurde.

PROPOSITION 6. Soit f différentiable en x,. Alors Iensemble gr (D (x,))
est fermé et pour tour t >0 et x € Kx (xy) on a

tDs(x0) () = Dy (x) (%)

Démonstration. D’aprés les Propositions 1 et s, il résulte que le graphe
de la fonction Dj(x) est fermé. Soit maintenant # >0 et x € Kx,(xg). Alors

@, Ds(20) () €Kerir) (0,7 (0)) (Proposition 5), (2, 2D (o) (x)) €Ker(y(%0,./ (%0))
(Proposition 1) et #D/(x) (x) = D(x,) (#x) (Proposition 5).

PROPOSITION 7. Soit f différentiable en x,. Alors Dy(xy) est continue
sur Kx, (xq).

Démonstration. Soit x € Ky, (x9). Montrons que D,(x,) est continue
en x. Soit We20. On trouve W e tel que W — W' CW. Il existe
7'>o0 et V€N tels que si s€(0,7), veV' et x,+ s(x+v)€Xo alors
S (xg + s(x+0) € f(xg) + s(Dy(xp) (%) + W) (Définition 3). On trouve
VeXD tel que V4V CV'. Soit v€V et x 4+ v € Kx,(x). Montrons que
Dy (o) (# +7/;> € Dy(x) (%) +W. On a (x +2v,Ds(x0) (x +2)) € Ky (0, f(%0))
(Proposition 5), donc il existe s € (0,7'), v’ € V et w € W' tels que (xg, f (%)) +
+s(x +v,Dslxg) (x + ) + (@', w)) € gr(f) (Définition 1) c’est-a—dire
o+ s(xt+ov+o) e Xo et flxo+s(x+ov+0) = F(xg) +sDs(xo) (x+2)+w).
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Mais v + '€V’ donc f(xg+ s(x + v + v")) €f (%) + s(Dy(xq) (x) + W')..
Pour conclure D(xg) (x + v) € D/(x0) (x) + W'— W' C D/(x,) (x) + W.

PROPOSITION 8. Soit f différentiable en xy. Alors pour tout ensemble com-
pact M C Kx, (%) et WEQW, il existe r>0 et V€N tels que si xe€ M,
s€(,7),veV et xg+sx+v)€Xo alors f(xg+ s(x+ ) €f(xy) +
+ s (Ds(x0) (x) + W).

Démonstration. Soient M C Kx,(xy) un ensemble compact et W € Q0.
Il existe W' € Q0 tel que W' — W'C W. Pour tout x € M il existe 7, > o
et V.€ tels que:
1) si s€(0,7),v€V, et xy-+ s(x +v) € Xp alors f(xg+ s(x+ )€
€ (x0) + 5 (D (o) (#) + W') (Définition 3);
2)siveV, et x+ve Kx, (%) alors Dy(xg) (x + v) € Ds(x) (x) + W
(Proposition 7).

On trouve V,_ €% tel que V,+V,CV,. Il y a un ensemble fini
{x1, -, 2,} CM tel queMCu(x + Va). Posonsr—mmrx et V= nV

Soient x €M ,s€(0,7),v€V et xo+s(x+v)eXp. Il existe un indice ¢
et v, €V, tels que x =, + v;,. Puisque s€ (0, 7.) et v; +v€V., on a
S lxo+ s(x + v, + ) € f (xg) + s (Ds(xp) (x;) + W'). Puisque o, EV”;’ on
a Dy(xo) (x; + 2;) € Dy(xg) (x;) + W'. Pour conclure f (g + s (x + 2)) € f () +
+ 5Dy () (0) + W' — W' C £ (xg) + 5 (D (o) () -+ W).

PROPOSITION 9. Soiz f différentiable en xo. Alors on a:
Dy (x0) (Kx,(%0)) C Krexy(f (%0))-

Démonstration. Soit y € Dy(xg) (Kx,(#))). Montrons que » € Kyx, (f (%))
Il existe x € Kx,(x) tel que y = D(xg) (x). Alors (x, )€ Ku((%o,/f (x0)
(Proposition 5). Puisque gr (f) C XX f(Xo), on a (x, %) € Kxyixy (%0, f (0))
(Proposition 2) donc y € Ky, (f(%o)) (Proposition 3). -

PROPOSITION 10. Soient Y :gY’ et f=(f),., ou 1 est un ensemble

d’indices i et pour tout i €1,Y? est un espace vectoriel topologigue sur R,
séparé et f': Xo — Y. Alors la fonction f est différentiable en xq si etseulement
st pour tout i €1 la fonction f' est différentiable en xy. En ce cas on a:

Ds(x0) = (D i (%), -

Démonstration. Soit f différentiable en x,. Soit 7 € I. Montrons que f*
est différentiable en x,. Soit x € Kx,(x,). Posons Dj(x,) (¥) = (y) jer- Soit
W#eab? ot W’ est I'ensemble des voisinages de l'origine de Y’. Posons
W/ = Y/ pour j==i et W= HWJ Il existe » >0 et V€D tels que si

s€(,7),veV et x0+s(x+7/)€Xo alors  f(xg + s (x 4 v)) € f(xy) +
+ 5 (Dys(x) (x) + W) (Définition 3) donc f (29 + s (x +v) € (xg) +
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+ s (" + W?), ce que signifie que f* est différentiable en xo (Définition 2)
et D i(xg) (x) = »* (Définition 3).

Smt maintenant, f* différentiable en x, pour tout 7 € I. Montrons que f
est différentiable en x,. Soit x € K, (x,). Posons y = (D,i () (%)), Soit

We Q0. On peut supposer, en diminuant éventuellement W, que W= [[wr

ot pour tout 7 € I on a W’ € A et, & I'exception d’un ensemble fini J d’ 1r11iillces
7, on a W'=Y’ Pour tout 7€ ] il existe 7/ >0 et Vie 9 tels que si
s€(0,7),veV’ et xg+s(x +v)€Xo alors fi(x, +s(x + ) € ff (xg) +
+ s(D,i(xo) (x) + W?) (Définition 3). Posons » = min»* et V = N V’. Soient

s€(o, 7”) ,vEV et x5+ s(x+v) e Xo. Alors f"e(JxO +s(x 4+ 7/1)3]6]"'(;(0) +
+s(Di(xo) (x) + W7) pour 7€ ], puisque s€ (0,7 et veV? ainsi que
pour z €], puisque W= Y’ Pour conclure f(xy+ s(x - ) € fxg) +
+ s(y + W) donc f est différentiable en x, (Définition 2) et D (xg) (x) = y
(Définition 3).

PROPOSITION 11. Soiz f différentiable en xo. Alors f est continue en Xg .

Démonstration. Soit W € 20. On peut supposer, en diminuant éventuelle-
ment W, que I'ensemble W est équilibré. Puisque o € K, (xo) (Proposition 1)
et Ds(xy) (0) = o (Proposmon 6), il existe 7 > 0 et V' €  tels que si s € (0, 7),
v €V’ et xy+ sv' € Xo alors f(xy+ sv) € f(xg) + sW. On peut supposer,
en diminuant éventuellement 7, que » < 2. Posons V = (#/2) V'. Soit v € V
et xp+ v € Xo. Montrons que f(xg+ v)€f(xy) +W. On trouve ' €V’
tel que v = (7/2)2". Alors f(xo+v) = f(xo+ (#[2) v') € f (x0) + (7]2) W C
CF(xg) + W. |

4. Soient Yo C Y,Z un second espace vectoriel topologique sur R,
séparé, A I'ensemble des voisinages de l'origine de Z et g: Yo — Z.

PROPOSITION 12. Sozent f(Xo) C Yo et f différentiable en xo. Alors on a:
Dy (x0) (Kx, (%0)) C Ky, (f (x0)) -

Soit, en outre, g différentiable en f(x,). Alors g o f est différentiable en
X9 et on a:

Dyos(xo) = D, (f(x0)) e Ds(xy) .

Démonstration.  Soit x € Kx,(x,). Posons y = Df(xo) (x). Alors ye€
€ Kyxy(f (x0)) (Proposition ¢) donc y € Ky, (f (%)) (Proposition 2). Posons
2= D, (f(%0)) (). Soit U € Q. Il existe >0 et W € Q0 tels que si s € (o,7),
weW et f(xg)+s(y +w)€e Yy alors g([f(xo) + s (¥ +w)) €g(f(xg) +
=+ s (z + U) (Définition 3). On peut supposer, en diminuant éventuellement
7, quil existe V€ tel que si s€(0,7),veV et x5+ s(x + v) € Xo alors
S (xo+ s(x+ ) €f(xg) + s(y + W) (Définition 3). Soient se€ (0,7),vEV
et xoFs(xr+v)eXo. Il y a weW tel que f(xg+ s(x + ) = f(x) +
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+s(y +w). Puisque f(xo)+s(y+w)€Yo, on a g(f(xg+ s(x+2)e€
€g(f(x9) + s(2+U) donc gof est différentiable en x, (Définition 2) et
D,or(xg) (x) = 2 (Définition 3).
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