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Analisi matematica. — Studi concernent: certe estenstoni  delle
equazioni integro-differenziali di Volterra. — 1. Problemi di wvalori
tm1z1alt®. Nota di LEon1pa E. KrivosueiN®, DEMETRIO M ANGERON @9
e MeameET Namik OGuzT6rELL @, presentata ® dal Socio P. Picone.

SUMMARY. — In the framework of the authors’ research papers devoted to studies con-
cerning various non linear integro-differential equations of Volterra and Picone’s types [7],
[8], an initial value problem concerning a néw extension of Volterra’s integro-differential
equations is considered and the existence, the unicity and the stability of its solution is
proved.

1. Larghissimi orizzonti nel campo delle applicazioni del calcolo ai
fenomeni fisici e meccanici che avevano aperto a Vito Volterra, uno dei mag-
giori matematici che I'Italia abbia mai avuto, i suoi insigni Maestri nella
Scuola Normale Superiore di Pisa, 'hanno portato dal concetto di funzionale
alle sue pitt ampie e fondamentali ricerche d’analisi concernenti le equazioni
integrali ed integro-differenziali ove culmina la sua genialith analitica, a cui
si univa nel Volterra il fisico matematico, il meccanico, il biologo, lo scien-
ziato che vede l'imperiosa necessity di approfondire i problemi del mondo
fisico tramite applicazione dei metodi dell’analisi, e la cui opera ¢ tutt’ora
ampliata e approfondita dall'Illustre Accademico Linceo Mauro Picone,
fondatore e promotore dell’ « Istituto Nazionale per le Applicazioni del Cal-
colo» [1], [2].

Nella sua conferenza, rimasta indelebile per la totalita dell’uditorio [3],
tenutasi a Iagi, parallelamente con la pubblicazione di una serie di lavori
dovuti all’lllustre e Geniale scomparso e concernenti la teoria matematica
sulla lotta per lesistenza e la teoria matematica dei fenomeni ereditar [4], [5],

(*) The research reported in this paper was supported in part by the National Research
Council of Canada Grant NRC-A4345 through the University of Alberta.

(**) Nella seduta del 13 gennaio 1972.

(1) Kirghizian State University, Frunze, U.S.S.R., Kirg. S.S.R.

(2) Istituto Politecnico di Iasi, Repubblica Socialista Romania. Attualmente Visiting
Professor, Department of Computer Science, Sir Gedrge Williams University, Montreal 107,
P. Q., Canada.

(3) The Author wishes to express his sincere thanks to the University of Alberta and
to Sir George Williams University for the invaluable conditions offered to him to develop
his work in the Department of Mathematics and subsequently in the Department of Computer
Science of these universities. -

(4) Department of Mathematics, University of Alberta, Edmonton, Alberta, Canada.



188 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LIV - febbraio 1973 [110]

sono stati presentati svariati modelli matematici dei fenomeni della Natura
traducentisi nelle equazioni integro—differenziali ed additate numerose esten-
sioni di tali modelli che dovevano essere cristallizzati poscia in una cospicua
opera in collaborazione con Joseph Péres di cui disgraziatamente, gli annun-
ciati tomi successivi IT e III non sono mai apparsi [6].

In cid che segue gli Autori espongono, pur tenendo conto di una larga
serie di lavori propri [7]-[8] come pure di contributi odierni nel dominio
degli studi sulle equazioni integro—differenziali ove brilla tutt’ora la Scuola
Kirghisa [9], il problema di valori iniziali concernente una nuova e a quel
che pare assai importante estensione delle equazioni integro—differenziali
[10] non lineari di Volterra.

2. Si consideri 1’equazione integro—differenziale non lineare

@ [%.y(x)]
o ORI Ed ERTON RO §
con le condizioni iniziali
(2 YO (a) =y (f=o0,1),

ove Yo, ¥y, p,a sono numeri noti, f(x,y,2), ¢ (x,y) e (x,¢,y) sono

funzioni note continue nei loro argomenti e lipschitziane rispetto ad y

e z nel dominio D ={a<x, t<5b, |yl <r, |2] <7y}, essendovi
¢ [%, ()]

g = [J{[x,z‘,y(t)] dz e 7, e o numeri pur essi noti.

Ha luogo il
TEOREMA 1. — L’equazione integrale non [lineare

el ¥(m]

©) y(x) = h(x) +fH(x;T)f[f:?(f),f3{<f,f,y(f)> df] dr,

che si ottiene dal sistema (1), (2) tramite I'applicazione del metodo della varia-
ziome delle costanti arbitravie ed ove h(x) ¢ una funzione nota, H(x , ) ¢ la
Junzione di Cauchy corrvispondente al sistema fondamentale di soluzioni del-
Lequazione differenziale ordinaria di second’ ordine

4) ')+ py(x) = o,

é equivalente al sistema (1), (2) nel senso che soluzioni di questo sono pure solu-
gioni dell’equazione (3) e reciprocamente.
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3. UNICITA DELLA SOLUZIONE DEL PROBLEMA (1), (2). Siano y,(x) e
¥, (%) €D due soluzioni del problema considerato. Ponendo || « || = max |« (x)|,
) [2,8]

a,

si ha
‘.

lye—yill < ’ ’]H(ﬂm)l 1D |72 ()= (®)|+ ) [P (5,51, 52,9, a)|] dT

:“fl H (’?»’OI [‘31(7) |J’2(T> "“J’l(’@l +

@ (T,22)

[

+ L2(7) =

{‘P'@,yl;yz,cp,a) +fJ€(T,t,y1<¢)>d¢}

@ (t,7)

(5) ¥ _ @ (7o) |
g“ f ]H(xﬂ)l[“«’l@ -+ Co(T) f L3(7,2) dz+25(7) y(7) [ H (7,2, yl@))H] dTI-
Nye—ull = a-llys—ull,

@ (T,7) @ (t,1)
q)<’r,y1 y Vo @, a) = f J{(T,z‘,yz@» dt_“[ J{(T’i’yl<t>> d?"r
@ (7, 7)

1F<Try11y2: ®,a) Ef [ (Trt’y2<t>>_"}{(T!tinG»] dz,

a

ove L1(x) e Y2(x) sono coefficienti di Lipschitz della funzione f[-] rispetto
al secondo e terzo argomento, 3 (x,#) & coefficiente di Lipschitz della funzione
Ji[-] rispetto al terzo argomento e 24(x) & il coefficiente di Lipschitz della
funzione ¢ (x, y) rispetto al secondo argomento nel dominio 9. Trascriviamo
I’equazione (3) sotto la forma

©) y @) =4h(x) + Ay (x).
Si ha il
TEOREMA 2. — La condizione

) o<1

assicura, nelle condizioni di pin sopra, la compattezza delle rappresentazions
dell’operatore A mel dominio e pertanto la realizsazione del principio di punto
Jisso di Banach ed il problema (1), (2) possiede nel dominio © una soluzione
unica due volte continuamente derivabile ¢ tale soluzione puo essere costruita
tramite applicazione del metodo delle approssimazioni successive

x @[T, ¥,_1 (M
-

(8) 3, (%) = ﬁ<x>+J H(x,'r)f[’r,yn_l('r) f g{:(f,x,yﬁ(}:)) dt] dr |

a a

n=1,2," -
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La soluzione del problema considerato é data dalla

(9) Jim y,(2) =y (2).

4. ESISTENZA E STABILITA DELLA SOLUZIONE DEL PROBLEMA (1), (2).
Limitiamoci ad esaminare in cid che segue la stabilitd della soluzione del
problema (1), (2) rispetto alle perturbazioni esercitantesi sulla funzione
@ (x,y). Denotando una tale perturbazione con B (x, ), si ponga

(10) 0, 9) +B(x,5) =y (x5,

ove |B(x,y)|<e, (x,y)€D ed g = const. Vogliamo intendere la sta-
bilita della soluzione del problema (1), (2) nel senso della vicinanza della
soluzione del problema iniziale (1), (2) con quella del problema di valori ini-
ziali concernente l'equazione integro-differenziale non lineare perturbata

% (%,2)

(11) 2'(2) + pa(x) = f [x,zoc), f R, 2, 2(2) dr]

e le condizioni (2). Dalle (2) e (11) si ottiene in seguito all’applicazione del
metodo indicato al § 1

% (7,2)

(12) 2(x) =h (%) —}—fH(x D f [T 2(7), fa{ (=, 2, 2(2) dt]

Valutiamo ora la differenza y (x) — z (x). Dalla (3) e (12) si ha

(13) ly@) —z(@x)| <
@ (¢, ) Y (1,2)
f & (7,2, 9(2)) dt — f J (5,2, 2(2)) de

a

Jas <

< g Jﬁ(v,z,wnle(x SEXORACY dr+fM<v>|y<n»—z<v>|dv =

< f [ HG9)] {845 [565) — 5]+ 20

— . +f1v1(~c) |y (%) —2(%)| dr,

ove M(y) & una funzione non negativa nota nell’intervallo [, 6] e ¢ & un nu-
‘mero positivo.

‘Facendo uso della diseguaglianza di Gronwall-Bellman [11] si ricava
dalla (13)

(14) |9 —s@)| <o cexp [ME) dr, xefa,b].

o
a
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Donde il

TEOREMA 3. — La soluzione del problema dei valori iniziali (2) concernente
lequazione integro-differengiale non lineare (1) é stabile nel semso indicato
pin sopra rispetto alla perturbazione della funzione ¢ (x,y) data dalle (10).

Osservazioni. — 1). E quasi superfluo sottolineare che i problemi dell’esi-
stenza, dell'unicita e della stabilita della soluzione del sistema integro—diffe-
renziale non lineare (1), (2) possono essere trattati in svariati modi. Ad esempio,
si possono ottenere risultati molto pil precisi concernenti la vicinanza delle
soluzioni del sistema non perturbato (1), (2) e del sistema perturbato (2), (11)
se si prendono le mosse dalla diseguaglianza

(15) | |y (@) —2@]| <
@ (1, 2)

< [1H@) {40170 — 2@ +205) [ 566,030 — 20 &t +

a

x

+ L (D) L (D) [[H(7,2,9)]l |B("»J’)|} dv = o(®) + [N(x,2) |y () —2(@)| dz.

a

Dalla (15) risulta senz’altro Pineguaglianza

x

(16) |y —2(®)| < o(x) + gNi(x,t) o(f) dt,

a

ove N;(x,%) & I'7—mo nucleo iterato del nucleo N(x,t). L’ ineguaglianza
(16) permette di enunciare il seguente

TEOREMA 4. — Vi & una stretta corvispondenza tra ['ordine di piccolezza
delle perturbazioni B (x,y) e quello della deviazione y(x)—z(x), x € [a,b].

2) In una delle Note susseguenti dei medesimi Autori saranno esposti
altri problemi concernenti queste nuove estensioni delle equazioni integro—
differenziali non lineari di Volterra, mentre lo studio di alcuni problemi con-
creti rispecchianti tali sistemi seguito dalle programmazioni alle calcolatrici
elettroniche sara esposto nel « Bollettino dell’Istituto Politecnico di Iasi».
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