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Analisi matematica. — Studi concernenti certe estensioni delle 
equazioni integro-differenziali di Volterra. -  I. Problemi di valori 
in iz ia li(* (**)>. Nota di L e o n id a  E. K r iv o s h e in (1), D e m e t r io  M a n g e r o n (2’3) 
e M e h m e t  N a m ik  O g u z t ö r e l i<4), p r e s e n t a t a ^  d a l S ocio  P. P ic o n e .

Summary. — In  the fram ework of the au thors’ research papers devoted to studies con
cerning various non linear integro-differential equations of Volterra and Picone’s types [7], 
[8], an  initial value problem  concerning a new extension of V olterra’s integro-differential 
equations is considered and the existence, the unicity and the stability of its solution is 
proved.

I. Larghissimi orizzonti nel campo delle applicazioni del calcolo ai 
fenomeni fìsici e meccanici che avevano aperto a Vito Volterra, uno dei mag
giori matematici che l’Italia abbia mai avuto, i suoi insigni Maestri nella 
Scuola Normale Superiore di Pisa, l ’hanno portato dal concetto di funzionale 
alle sue più ampie e fondamentali ricerche d’analisi concernenti le equazioni 
integrali ed integro—differenziali ove culmina la sua genialità analitica, a cui 
si univa nel Volterra il fìsico matematico, il meccanico, il biologo, lo scien
ziato che vede l’imperiosa necessità di approfondire i problemi del mondo 
fìsico tramite applicazione dei metodi dell’analisi, e la cui opera è tutt’ora 
ampliata e approfondita dall’Illustre Accademico Linceo Mauro Picone, 
fondatore e promotore dell’ « Istituto Nazionale per le Applicazioni del Cal
ciolo » [1], [2].

Nella sua conferenza, rimasta indelebile per la totalità dell’uditorio [3], 
tenutasi a Iasi, parallelamente con la pubblicazione di una serie di lavori 
dovuti all’Illustre e Geniale scomparso e concernenti la teorìa matematica 
sulla lotta per l  esistenza e la teoria matematica dei fenomeni ereditari [4], [5],
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sono stati presentati svariati modelli matematici dei fenomeni della Natura 
traducentisi nelle equazioni integro-differenziali ed additate numerose esten
sioni di tali modelli che dovevano essere cristallizzati poscia in una cospicua 
opera in collaborazione con Joseph Pérès di cui disgraziatamente, gli annun
ciati tomi successivi II e III non sono mai apparsi [6].

In ciò che segue gli Autori espongono, pur tenendo conto di una larga 
serie di lavori propri [7]-[8] come pure di contributi odierni nel dominio 
degli studi sulle equazioni integro-differenziali ove brilla tutt’ora la Scuola 
Kirghisa [9], il problema di valori iniziali concernente una nuova e a quel 
che pare assai importante estensione delle equazioni integro-differenziali 
[io] non lineari di Volterra.

2. Si consideri l’equazione integro-differenziale non lineare

cp [x ,y(x)}

(1) y"(x) + p y ( x )  =  /  I * , y ( x )  , j JC ( x , t  , y ( f j )  dz'J ,

con le condizioni iniziali

(2) . y &( a ) ==y f  O' =  o , i ) ,

ove y Q , y '0 , p  , a sono numeri noti, f  (x , y  , z), y . . (x,y)  e JC (x , t , y)  sono 
funzioni note continue nei loro argomenti e lipschitziane rispetto ad y  
e z  nel dominio ® =  { a <  x  , t  <  b , | y  j <  rx , | z  | <  r2 }, essendovi

cp [ x ,y (x ) \

z =  Si [x , t , y  (/)] à t e r x e r 2 numeri pur essi noti.
a

Ha luogo il

T eorema i . -  Uequazione integrale non lineare

(3) y (x)  =  h(x)  +  J  H (* , T ) / |T .y (V ) ,  j , t  , y ( t ) ) d t ^  dx ,

che si ottiene da l sistema (1), (2) tramite Vapplicazione del metodo della varia
zione delle costanti arbitrarie ed ove h (x) è una funzione nota, H (x , t) è la 
funzione d i Cauchy corrispondente a l sistema fondamentale d i soluzioni del- 
V equazione differenziale ordinaria d i second' ordine

(4) y"(x) +  py(x)  =  o ,

è equivalente a l sistema (1), (2) nel senso che soluzioni d i questo sono pure solu
zioni dell'equazione (3) e reciprocamente.
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3. U n ic ità  della  soluzione del  problema (i), (2). Siano y f ix )  e 
y  fix ) e 3) due soluzioni del problema considerato. Ponendo || u || =  max | u (x )|, 
si ha [a’ò]

\\y 2 y \Il ^ 11 H A ,t)| [ACO b2('r) —J'i(T)| +  s 2(r) |<5 ( v , y1 , y 2 ,<p, a)|] dx
J
a

J I H (x , x) I (x) I y 2 (x) —  jKi (x) I +
a V(r,y2)

+  A O ) I ,<p, a) +  J  31 (x, t  , y x(i)) d/ j JJ dx

(5) x <pO,.v2)

< | / ] H ( ^ t ) |  X \(x )+ £ 2(t) J
• \\y%— yi\\ =  <* • \\y.2— yi\

<P (r,y2) <P (t,.v,)

$  (T > ^1 » y  2 . ? , «) =  J  3i ( y , t , y 2(/)) dz — j  JC ( t , t , y x(t)) à t ,
(i a

9 (t,J'2)

«) =  I (T, LT2OO) — dl (T , L T i OO)] d/ ,

ove 5?i(at) e i?2(^) sono coefficienti di Lipschitz della funzione / [ • ]  rispetto 
al secondo e terzo argomento, £3 f i  , t)  è coefficiente di Lipschitz della funzione 
dC[-] rispetto al terzo argomento e 2* f i)  è il coefficiente di Lipschitz della 
funzione 9 (x , y)  rispetto al secondo argomento nel dominio ©. Trascriviamo 
l ’equazione (3) sotto la forma

(6) y  f i)  — h f i)  +  A y f i)  .

Si ha il
T eorema 2. — La condizione

(7) a <  i

as sicura y nelle condizioni di p iù  so pray la compattezza delle rappresentazioni 
dell'operatore A  nel dominio © e pertanto la realizzazione del principio d i punto 
fisso di Banach ed i l  problema (1), (2) possiede nel dominio © una soluzione 
unica due volte continuamente derivabile e tale soluzione può essere costruita 
tramite Vapplicazione del metodo delle approssimazioni successive

X  (t)]

(8) y „  (x) =  h(x)  +  J H (x ,T) /  jx , y n_t (x) , J  JC (x , t , y„-y (t)) d /j dx ,
a a

« =  I , 2 ,• • • .
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La soluzione del problema considerato è data dalla 

(9) lim y „ ( x ) = y ( x ) .
« OO

4. E sistenza  e stabilità  della  soluzione del  problema ( i ), (2). 
Limitiamoci ad esaminare in ciò che segue la stabilità della soluzione del 
problema (1), (2) rispetto alle perturbazioni esercitantesi sulla funzione 
cp ( x , y ) .  Denotando una tale perturbazione con ß ( x , y ) ,  si ponga

(io ) ? (* y y)  +  ß O  , y)  =  X O  > y ) ,

ove I ß (x , y)  I <  zx , (x , y)  E T> ed sq =  const. Vogliamo intendere la sta
bilità della soluzione del problema (1), (2) nel senso della vicinanza della 
soluzione del problema iniziale (1), (2) con quella del problema di valori ini
ziali concernente l’equazione integro-differenziale non lineare perturbata

X (t,»)

(ïx) z"(x) +  pz(x)  = /  ^x, z(x)  , J'<3C(x , t , z(t ))  d^j
a

e le condizioni (2). Dalle (2) e (11) si ottiene in seguito all’applicazione del 
metodo indicato al § 1

x X(t,z)

(12) z (x) = h  (x) +  J  H (x , T ) /  |x  , Z (x) , J  J{ (t , t, z(fj)  d^j dx .
a a

Valutiamo ora la differenza y  (x) — z (x). Dalla (3) e (12) si ha

( ! 3) \ y  (x) —  z ( x ) \ <

I Si(T,t,y(t)) dt — I dC(T,^^(zf))d^ dT << J  I H (*,t)| j^(T) \y(y) — *(T)|+ e2(T)
a

x

<- Il ß ( x , y )  J | H ( ^ , t )  5?2(x) £4(x)| dx +  J  M (t) \y(x)  — ^ (t)| dx =
a a

x

,= si - c +  f  M (x) I y  (x) — *(x) I dx ,

ove M (v) è una funzione non negativa nota nell’intervallo [a, b] e c è un nu
mero positivo.

Facendo uso della diseguaglianza di Gronwall-Bellman [11] si ricava 
dalli (13)

(T4) I y  (x ) —  z  0*0 I <  z1 ■ c ■ exp j~ M (x) dx x E [a , b] .
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Donde il

TEOREMA 3. -  La soluzione del problema dei valori in izia li (2) concernente 
Vequazione integro-differenziale non lineare (1) è stabile nel senso indicato 
più  sopra rispetto alla perturbazione della funzione (p (x , y ) data dalle (io).

Osservazioni. -  1) E quasi superfluo sottolineare che i problem i dell’esi
stenza, dell’unicità e della stabilità della soluzione del sistema integro-diffe- 
renziale non lineare (1), (2) possono essere tra tta ti in svariati modi. Ad esempio, 
si possono ottenere risultati molto più precisi concernenti la vicinanza delle 
soluzioni del sistema non pertu rbato  (1), (2) e del sistema perturbato  (2), (11) 
se si prendono le mosse dalla diseguaglianza

(*5) \ y ( x ) — z ( x ) \ <

x  cp ( t ,  z )

<  J |  H (*, t) I J ?2(t ) I y  (t) —  g (t) I - f  <?2 (t) J  ì?3( t  , 0 |  y ( t ) — z  (t) I d t +
a a

+  £,2(t ) 4̂ CO I ß(T ,y) \ j  dT =  a(pc)-\- j  \y  (t) ■— z ( t )I d i.
a

Dalla (15) risulta senz’altro l’ineguaglianza

X
f* 00

(16) I y ( x ) — z(x)  I <  <t(x) +  2  N ;(* , t) a(t)  d t ,
J *= 1
a

ove N j (x , t )  è V i -  mo nucleo iterato del nucleo N (^ ,^ ). L ’ineguaglianza 
(16) permette di enunciare il seguente

T eorema 4. -  Vi è una stretta corrispondenza tra Vordine d i piccolezza 
delle perturbazioni ß (x , y ) e quello della deviazione y  (x )— z(x)\  x £

2) In una delle Note susseguenti dei medesimi Autori saranno esposti 
altri problemi concernenti queste nuove estensioni delle equazioni integro- 
diflerenziali non lineari di Volterra, mentre lo studio di alcuni problemi con
creti rispecchianti tali sistemi seguito dalle programmazioni alle calcolatrici 
elettroniche sarà esposto nel « Bollettino dell’Istituto Politecnico di Iasi ».
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