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Magnetogasdinamica. — Su alcune classi di sofuzioni delle
equazioni della magnetogasdinamica non stazionaria e isoentropica ™.
Nota di Tixo ZruLrri, presentata ™ dal Socio C. AGOSTINELLI.

SUMMARY. — In this paper we study the non-steady isoentropic magneto-gasdynamics
equations, when the involved quantitics are each one a product of a function only of time
by a function only of the coordinates. The solution of problem is reduced to the second
order ordinary differential equation. Besides we examine a few remarkable cases.

1. In un fascicolo dell’« International Journal of Engineering Science » @),
J. G. Kingston e C. Rogers hanno pubblicato una Nota dal titolo « A class
of polytropic flows in plane non-steady magneto-gasdynamics », considerando
soluzioni in cui le componenti della velocitd, quelle del campo magnetico,
la densita e la pressione sono espresse, ciascuna, dal prodotto di una funzione
soltanto del tempo per una funzione delle sole coordinate del punto, appli-
cando il metodo delle funzioni di variabile complessa. Per questo gli Autori
ammettono a priori che il moto sia irrotazionale e che inoltre il fattore di
densita indipendente dal tempo sia costante. Ma queste ipotesi sono, in gene-
rale, molto restrittive e rendono incompatibile il sistema formato dalle equa-
zioni del moto, di continuitd, del campo magnetico, dall’equazione di stato
e da quella che esprime la costanza dell’entropia di una data particella di gas
durante il moto, che si traduce nell’annullarsi della derivata sostanziale rispetto
al tempo dell’entropia specifica.

In ogni modo gli stessi Autori assegnano delle soluzioni particolari in
cui le due componenti della velocitd sono funzioni lineari delle coordinate
e la pressione ¢ una funzione quadratica delle medesime. Esse ovviamente
non hanno alcun interesse fisico, inquantoché quelle quantitd in valore asso-
luto crescono indefinitamente nell’allontanarsi dall’origine. Inoltre la densitd
in ogni punto tende ad annullarsi dovunque col crescere del tempo.

In questa Nota ho ripreso la questione considerando il moto dal punto
di vista spaziale, supponendo ancora che la velocitd, il campo magnetico, la
densita e la pressione siano esprimibili mediante il prodotto di una funzione
del tempo per una funzione delle coordinate. Ho dimostrato allora che l'en-
tropia specifica deve essere necessariamente espressa dalla somma di una
funzione del tempo e di una funzione del punto. Ho analizzato quindi il
caso piano in cui tutti gli elementi del moto e del campo magnetico dipendano
da una sola coordinata (da x), poi il caso di un riferimento a coordinate cilin-
driche, in cui gli stessi elementi dipendano solo dalla distanza » dall’asse;

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R.
(**) Nella seduta del 9 dicembre 1972.

(1) «Int. J. Engng Sci.», 9, pp. 17-24.
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infine il caso di un riferimento a coordinate polari sferiche, in cui le inco-
gnite sono funzioni della sola distanza dall’origine. In ciascuno di questi
casi ho dimostrato che la risoluzione del problema si riduce alla risoluzione
di un’equazione differenziale del 2° ordine in una sola incognita, equazione
che, per quanto complicata & sempre suscettibile di integrazione numerica.

Nel caso piano, poi, per valori particolari di alcune costanti arbitrarie,
ho assegnato di quella equazione un integrale primo, che semplifica note-
volmente la questione.

2. Le equazioni da considerare sono:

I'equazione di continuita
e .
(1) 2 4 div (pw) — o,

dove p ¢ la densita e v la velocita delle particelle di fluido;

Iequazione del campo magnetico H

(2) M 4 rot (HAw) =0,
con la condizione

(3) divH = o,

che & conseguenza della (2);

l'equazione del moto

Jv do

(4) P(a_tﬁ_-ﬁv)—{—gradp—protH/\Hzoy

dove p & la pressione del gas e u la permeabilith magnetica (costante);

I'equazione di stato

1/y -:/:p

(5) = /éﬁ € )

dove s & l'entropia specifica, ¥ & la costante politropica (y > 1), ¢, il calore
specifico a pressione costante, mentre 4 ¢ generalmente una funzione del
tempo‘.

Supposto, infine, che il gas sia isoentropico, che cio¢ I’entropia si man-
tenga costante per ogni particella di gas per tutto il suo movimento, ma
vari da particella a particella, sard nulla la sua derivata sostanziale rispetto
al tempo, cioe

(6) —dizg—:“%—}gradsXv:o.

Osserviamo che, nel caso generale, le incognite del problema sono: la
densita p, la pressione p, I'entropia s, le tre componenti, v, ,v,,7,, della
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velocitd e le tre componenti /A, ,H,,H,, del campo magnetico, cio¢ in totale
nove, e per la loro determinazione sussistono le tre equazioni scalari (1),
(5), (6) e le due equazioni vettoriali (2) e (4) che nel complesso costituiscono
un sistema di nove equazioni scalari nelle dette incognite.

3. Supponiamo ora che i vettori velocita, v, e campo magnetico, H, e
le quantitd scalari siano il prodotto di una funzione del tempo e di una
funzione del punto, poniamo cioe

(1 v=A@OC | o=, p=f00 , H=f0OH,

dove o*, H, o, p* sono funzioni soltanto del punto.
Sostituendo le (7) nelle (1), (2) e (4), abbiamo dalla (1)

o) 0%+ £, 1, div (¢ v*) =0

occorre pertanto che sia

® o= 017y
con oy costante e
(9) o p¥ - div (p*¥ v*) = 0.

Analogamente la (2) porge
(10) f4= a 1Sy
(11) oy H  rot (H'A v*) =o0,
con oy altra costante.
La condizione (3) diventa
divH*=o0.

Infine, I'equazione del moto (4), dopo aver diviso ambo i membri per fzfi,
da '

(12) P (Jf; v*+ >—f— {3}2 grad p* — f?fz rot '\ H* =0

Questa equazione si pud soddisfare ponendo i coefficienti dipendenti dal tempo
uguali a delle costanti, cio¢

_f.l . A f3 Oy f42 o3
I3 L= — , = , =
( >, ; R 8 0 fifn ¥ fif ¥

Dalla prima delle (13) si ottiene
(14) AH=30+v7,

con v altra costante.
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Dopo ci6 dalla (8) e dalle 23 e 32 delle (13) si ricava

(13) f2=0¢+v>a,8/)\ , ,f3=oc4()\t—|—v)_2+“’8/7‘ B fo= 3()\z‘—|—v)_1+°“8/<“),
D’altra parte dalla (10) si ha

(15" AENCE

percid dovra essere

3 3 . _
(16) a;\—=——1—!— O;zx , dacui §=2r(ag—20)"}, - con ap==20.

L’equazione (12) del moto si riduce allora alla seguente

do*

17 v*)—l— , grad p* — po? rot H'\H* =0,

(17) 89*(—— Ao* 4§

nella quale non figura pit il tempo.
Per quanto riguarda I'equazione di stato (5), prendendo i logaritmi di
ambo i membri, si ha
BfalY PR

s f3
(18) ;;—log 7, Tlg

Questa mostra che Pentropia specifica, s, sard la somma di una funzione
della sola # e di una funzione del punto soltanto.
Sostituendo nella (6) abbiamo

d : 31/‘{ _ ﬁ*l/y N
—d—.t«ogT—I-flgrad log = X v¥=o0;
Dovra essere quindi
d éf?,llv R

e— 1
dz log fo o« ” fl ’
con s1 costante. Ne segue

o, " _ 5 + 2| £, dt
g f2 o cp Cp . 1 ’

con 5o altra costante, e quindi

, *1/
(19) s =359+ 51 [fl(t)dt—l— ¢, log ﬁp*y =
*1/
= 5o + log (A + v)*** 1 ¢, log ?p*y ,
(20) b= L2 & gy 0P TS e

1/y
3

8 [y—1 $1 2
con o= (Tt et )+ 7,
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1y

(21) —j—;—f—grad logﬁ Xv*=o0.

La questione ¢ dunque ridotta a determinare le quantitd o, p*, v*, H*
mediante le equazioni

©) oy 0¥ 4 div (p*v*) =0,

(11) o H* 4 rot (H'Av") =0 , (divH* =o0),

(17) 5o v*) + ay grad p* — pad rot A H* = o,
(21) —% -+ grad log ?::IY Xv¥=o0.

4. Con riferimento ad un sistema di assi cartesiani ortogonali, x, v, z,
indicando con vx,vy,vz le componenti del vettore v* e con H,,H,, 6 H,

quelle del vettore H*, le equazioni precedenti equivalgono al seguente sistema
di equazioni scalari

(22) % p* + % (e* ) + % (e*v,) + —aaz— (p*v,) =0,

\ ocle—l-ai(Hxvy——Hyvx)——g—z(H,vx—Hxvz)=o,
) 9
(23) o H, +— (H v, Hzﬂy)—g—x<Hxvy—Hyvx)=o, :

] 2
ocle+§(szx—Hxv,)——é§(Hyvz—sz/y)=o,

3" =t + 8 (0 o, T 0, 2| e 2
e 2 ) 2]
- St 3w B g, ey, ) g 2
.
Se*(—no,+ 8 <vx§’j; 0, 2 4o, T 4 L
Al =) ) =
() Lt lgll 1’*” to, Slog L o, L tog £ .
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5. Consideriamo il caso del moto piano in cui v, = 0 e tutte le quantith .
sono funzioni soltanto della coordinata x.
~ In questo caso la prima delle (23) richiede che sia A, = o, ed il sistema
precedente si riduce al seguente:

d .
(26) t o* - (0 = o,

d
s alHy+H;<Hyyx>:Oy
(27) « :
' ale_FHZ(]{zvx):o)

d d 9 9
89( >+ oy —— ]5 + wog o (M, + H) = o,
(28) |
dp* <—7\’IJ + 3o, dm): o,
51 ]5*1/“{ .
(29> o + Uy dx log o* ‘ = 0.

La risoluzione di questo sistema si pud ridurre alla determinazione di
una sola incognita, la v,, mediante una sola equazione. Invero, dalla (26),
dividendo ambo i membri per p*v,, si ricava facilmente

dx
(30) ot =10 f EF

Ux

con A, costante arbitraria. Dalla (29) si ottiene quindi

ﬁ*I/Y

=2t —;}1—{+logBO,'

log -

con B, costante arbitraria, e quindi

(31 N MES

La 12 delle (27), che & analoga alla (26), porge

c _all'dx
(32) = e ,

Ux
con ( costante arbitraria. La componente /, del campo magnetico soddisfa
alla stessa equazione cui soddisfa la componente A, ; queste due componenti
differiscono quindi per un fattore costante arb1trar1o B:

H,=pH, .

La seconda delle (28), essendo ¢* ==o0, da
Fdx
5

(33) vy = FO € )
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e se la costante I'y non ¢ nulla sara v, == 0; il moto sara vorticoso ed il vortice

sara dato da

Z/“dx
_ﬁl—f)\&yvy_ I Aoy
T2 v

do,
e ek

@ =— (rot ©), = — /(5 5

6. Osserviamo ora che, ponendo

dx
) T . du
(34) w=-¢ "*, e quindi v, = %//W ,
dalla (30) risulta
P* Uy = AO 0%
e quindi
dox 4 o (i \? oy Cu
(35) R T v I
<W>
Dalla (31), poi segue
, y 7
66 =BT E), en w= et
per cui
dg* oyt [ da YT v, (de Y1 @2
67— A B (G el B (G
Infine dalla (32) si ha
oy o
H = Cou “dx
e quindi
2 2 2 20,2 [ du
(38) HY 4 = Gl gy ()
da cui
d
(39) — (H + H) = CI(1+ 1Y) -

I . —90,~3 ( du 3 —2a,—2 du d?u
IREICEP () + w5

Servendoci ora delle (34), (35), (37) e (39), la 12 delle (28) moItlphcandone
ambo i membri per <—) porge

)‘Y'*'l

(40) [“3<I+B)V«CQ «20:1—:( )+M4YAYBY —ws(du

- d?
) =S S —

2
I dx

—yo—1 [ dz \YT o
— o o5 YAy Bya 1((%) — (g + 1) o (1 -+ BB pClu ™ S(d”) +

dx
0 A\ |2 R ACES .
—|—<I——-8>8A0% (hdx) =o0,
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che & un’equazione differenziale del 29 ordine, alquanto complicata, nella #(x);
-quando siano fissati i valori delle costanti arbitrarie che vi compaiono, in
base ad assegnate condizioni pud essere suscettibile di integrazione numerica
e fornire la #(x), determinata la quale si ha subito, colla (34) la componente v,

della velocita e quindi gli altri elementi incogniti del moto e del campo
magnetico.

7. Possiamo anche osservare che, sempre dalla (30), risultano

N A, A4 % /_j.x_ N _%/"Sx
(41) e @ T e pru=dge ~*
e quindi
d A T T
. * | * Ux 2# 2, Ux i 2¢ v .
r* v, 8p% v, = =4, (72 Uy, € * 43 o C x),

allora se si sceglie la costante § tale che [cfr. (16)]

A
(42) 8 = 72- s (0(2 - — 20{1) y
si ha
d o f
(43) e (—— €, -+ 82/ Z/x) = BAO (v e ”")

e la 12 delle (28), in questo caso, porg’e Pintegrale primo
[ dx
—a [ 32

/<
(44) P Ayv, e oy pt+ % wod (H2 + HY) = E, (= costante) .

Servend051 della funzione #(x) introdotta nel n. prec., delle (34), (36) e
(38) e moltiplicandone ambo i membri per dux/dx, dalla (44) si ottiene per
la #(x) 'equazione differenziale del 1° ordine:

u e f da \YHL
45) TR+ e 2\“ D+ g g B (S

2

—Ey—— —|- 8% Ay ul=% = o,
nella quale va posto ay = — 2 o; e ricordato il valore di a5 [v. (36)].

8. In un riferimento a coordinate cilindriche 7, 0,2, (r = J 22 4 42),
indicando con wv,,7,,v,, le componenti cilindriche del vettore z* e con
H,,H,y, H, quelle del vettore H”, le equazioni (9), (11), (17) e (21) danno
luogo al seguente sistema di equazioni scalari

(46) o +3(P Ur)_i_pvr_l_rae (P 7}9)_}_8 (P Z/)=0
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' 3 )
w H, g (H,vy— Hyv) — = (H,v,— H,v) =0,
3 ‘ 3 '
(47) °‘_1He+5;<He7/z—Hz7/e)—3—r(Hr”e_HeZ’r>:0,

i 2
°‘1Hz+%§; r(H, v, — H, v,)] —‘%53— (Hyv:—H.v9) =0,

B R ] A ERL | IIPH. A
—wod (A (S — ) —Hy |5 5 vl — ] o,
dp {——7\09+3{v,2i:—|—%7/6(%*—}—v)+% n—l— 4I 35% —
(48) - ‘
—w?,{Hr[,i;,—&He)—i a;'{;}— ,,(; o — ) —o
Se* (20, + 8o, 2 + Loy r 0, 2 s
s e
49 Lo ligl 4l s 2 2 e g 2 o,

Nel caso del moto piano (v, = 0), e nell’ipotesi che tutte le incognite
dipendano soltanto dalla distanza » dall’origine (;6 o, —;; = o) , la 12 delle
(47) richiede intanto che sia

H,=o.

- Le rimanenti equazioni del sistema (46), (47), (48), e (49) si riducono alle
seguenti

d * 2,
(50) o ¥+ (PFe) + =0,

S °‘1He+di,<Hevr)=0»

(51 v
\ °€1Hz+7d—r<7’H,7/r)=0,
‘ SP*{_M/,—i- 8(7/7 (ily; -—%ﬂg)}
) dAH; Hy d
(52) + ol (B, S5 + 52 T pHp| = o,

? 30 [y 35, 20 4 20—,

?* ify

(53) j—; + v, — dr log &¥—=o0.
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In modo analogo al caso precedente (n. 5), le equazioni (50) e (51), la
22 delle (52) e la (53) pongono:

d
oA =l
p - YUy €
S A
Y By - (~7+m —
* AIB}ke v 3 z’)d/ »
Y Y
v Z/r’
r 7\7/" dr
R S A
(54) vp=-tel
"~ d
Cy ‘“l/—,,—r
Hy= e 7,
Ur

’ dr
Cl “‘le/T
€ oy

N YUy

con 4,,8,,I'1, ¢, Cll, costanti arbitrarie.
Sostituendo nella 12 delle (44) si ha un’equazione nella sola incognita v,
della variabile . Nel caso considerato il vortice & dato da

1

T 1 o d
0= (rot v), = i (rot %), = — f1 - (rvp)

27

9. Consideriamo infine il caso in cui il campo & riferito ad un sistema di
coordinate polari sferiche 7,8, ¢, (» = V22 + 32} 22). In questo caso indi-
cate con v,, %, Yy, le componenti del vettore v e con H,,H,,H,, quelle
del vettore H, le equazioni (9), (11), (17) e (21) forniscono il seguente sistema
di equazioni scalari:

55) oy o+ (% o)+ 2 oty L S (0 o)

I cosbﬂ % CI ) % .
T e Pl 3 (P =0,

1 o
G H, A g 5 [sen 0(H, vy — Hyv,)] —

I d
" rsenf 3o

Hyv,—H,v,) =0,

(56) ,
‘ 2 3
°‘1He+“*—,,séne B (He%“]ipve)—‘;‘@—, [r(H,ve—Hyv,)] =0,

2
%‘(Hevw_ﬂwve) =0,

I
>

9
o Hy 4 [r(Hyv,— H, v)] —



[99] TINO ZEULL, Su alcune classi di soluzioni delle equazioni, ecc. i 99

a 7 \senb do

’ Se*|— v, + 8o, 3~ +i‘9(%_,”")+ﬂ( o )

—{—a4%——gag{ﬂ¢[ ! oH, ——L—(rHCP)}

rsen 3o r or

— Ll (7}[9)—%8;['”:0,
89 {—7\7/6+8‘ v, or +_Z:,e_<%+v’>+ r:;ie‘(%—cqsév@)}—l—»
P A
ffine g (sen 0.7,)— diﬂ]}zo’

/4 7sen 0

Jp* {—7\215‘,4—8[? . .vigg/_6‘9+ e (ay 4o, sen 0- }—vecoseﬂ}—k

s
%4 8]5* L2 He aH(j
+ 7sen6>‘~9—(; _ P-“?){ 7 sen © [*f’* (sen 6H¢ E ] —
T oA, B
o r[rsene do _—73_,,(7 )“—0
K ﬁ*l/Y ﬁ*llY v 3 ]5*1/«( B
(58) o + v, qr log + 2 p ae log £ + 22 = log =0

Se supponiamo che tutte le incognite siano funzioni soltanto del raggio 7,

la prima delle (56) mostra intanto che deve essere
H,=o0;

la (55) richiede che sia zy =0 e la 22 e la 32 delle (57) che siano z, = o,
H, Hy = o: supporremo H, = 0®. Le rimanenti equazioni si riducono alle

cp

seguenti:
(59) #g 0" - (% 0) + 2 ¥ o, = o

(60) w Hy+ - = (Hyv) =0,

©) (=t + 8, CAN AR N ey
(62) Loy, dr log ﬁ*l/yzo.

(2) Se si supponesse nulla g i risultati sarebbero gli stessi, salvo che si avrebbe per
H¢y Despressione che si ottiene per Hy.
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[roo]

Le equazioni (59), (62) e (60) porgono

t—mzlv/ [ ‘%i

% A .
(63> P = 720, ’
A'YBY - (_’v’_ +a2) /i R
6 * __ 2 D2 p ],
(64) ? P ,
T dr
_ G el
(65> He - gy e s

dove Ay, By, C, sono costanti arbitrarie.

Sostituendo questi valori nella (61) si ha un’equazione in cui ¢ incognita

I'unica componente v, del vettore v.

In quest’ultimo caso il moto & puramente radiale ed il vortice & ovvia-

mente nullo.



