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M agnetogasdinam ica. —  Su  alcune classi di soluzioni delle 
equazioni della magnetogasdinamica non stazionaria e isoentropica 
N ota di T i n o  Z e u l i , presenta ta ((*) **> dal Socio C. A g o s t i n e l l i .

SUMMARY. — In this paper we study the non-steady isoentropic magneto-gasdynamics 
equations, when the involved quantities are each one a product of a function only of time 
by a function only of the coordinates. The solution of problem is reduced to the second 
order ordinary differential equation. Besides we examine a few rem arkable cases.

I. In  un fascicolo dell’« In ternational Journal of Engineering Science » tU, 
J. G. K ingston e C. Rogers hanno pubblicato una N ota dal titolo « A  class 
of polytropic f lows in plane non-steady magneto-gasdynamics », considerando 
soluzioni in cui le componenti della velocità, quelle del cam po m agnetico, 
la densità e la pressione sono espresse, ciascuna, dal prodotto di una funzione 
soltanto del tem po per una funzione delle sole coordinate del punto, appli­
cando il metodo delle funzioni di variabile complessa. Per questo gli A utori 
am m ettono a priori che il moto sia irrotazionale e che inoltre il fattore di 
densità indipendente dal tem po sia costante. M a queste ipotesi sono, in gene­
rale, molto restrittive e rendono incom patibile il sistema form ato dalle equa­
zioni del moto, di continuità, del campo magnetico, dall’equazione di stato 
e da quella che esprime la costanza dell’entropia di una data  particella di gas 
duran te il moto, che si traduce nell’annullarsi della derivata sostanziale rispetto 
al tem po dell’entropia specifica.

In  ogni modo gli stessi A utori assegnano delle soluzioni particolari in 
cui le due componenti della velocità sono funzioni lineari delle coordinate 
e la pressione è una funzione quadratica delle medesime. Esse ovviam ente 
non hanno alcun interesse fisico, inquantoché quelle quantità  in valore asso­
luto crescono indefinitam ente nell’allontanarsi dall’origine. Inoltre la densità 
in ogni punto tende ad annullarsi dovunque col crescere del tempo.

In  questa N ota ho ripreso la questione considerando il moto dal punto 
di vista spaziale, supponendo ancora che la velocità, il campo m agnetico, la 
densità e la pressione siano esprimibili m ediante il prodotto di una funzione 
del tem po per una funzione delle coordinate. Ho dim ostrato allora che l’en­
tropia specifica deve essere necessariam ente espressa dalla somma di una 
funzione del tem po e di una funzione del punto. Ho analizzato quindi il 
caso piano in cui tu tti gli elementi del moto e del campo magnetico dipendano 
da una sola coordinata (da x), poi il caso di un riferim ento a coordinate cilin­
driche, in cui gli stessi elementi dipendano solo dalla distanza r  dall’asse;

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R.
.(**) Nella seduta del 9 dicembre 1972.

(1) « In t. J. Engng Sci.», 9, pp. 17-24.
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infine il caso di un riferim ento a coordinate polari sferiche, in cui le inco­
gnite sono funzioni della sola distanza dall’origine. In  ciascuno di questi 
casi ho dim ostrato che la risoluzione del problem a si riduce alla risoluzione 
di u n ’equazione differenziale del 20 ordine in una sola incognita, equazione 
che, per quanto com plicata è sem pre suscettibile di integrazione num erica.

Nel caso piano, poi, per valori particolari di alcune costanti arbitrarie, 
ho assegnato di quella equazione un integrale primo, che semplifica note­
volmente la questione.

2. Le equazioni da considerare sono: 

l’equazione di continuità

( 0  +  div (p®) =  °  ,

dove p è  la densità e v  la velocità delle particelle di fluido; 

l’equazione del campo m agnetico H

(2) ~  +  rot (H  A v) =  o ,

con la condizione

(3) div H  =  o ,

che è conseguenza della (2); 

l’equazione del moto

(4) p .+ ^  vj +  grad p  — p, rot H  A H  =  o ,

dove j? è  la pressione del gas e (jl la perm eabilità m agnetica (costante); 

l’equazione di stato

(5) p =  k p h  e SÌCp ,

dove è l ’entropia specifica, y è la costante politropica (y >  1), cp il calore 
specifico a pressione costante, m entre k  è generalm ente una funzione del 
tempo.

Supposto, infine, che il gas sia isoentropico, che cioè l’entropia si m an­
tenga costante per ogni particella di gas per tu tto  il suo m ovimento, ma 
vari da particella a particella, sarà nulla la sua derivata sostanziale rispetto 
al tem po, cioè

(6) ^ ^ Ì L  +  grad JXW =  0 .

Osserviamo che, nel caso generale, le incognite del problem a sono: la 
densità p, la pressione l’entropia j*, le tre componenti, vx ì vy ì vzì della
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velocità e le tre componenti H x , H y , H s , del campo m agnetico, cioè in totale 
nove, e per la loro determ inazione sussistono le tre equazioni scalari (i), 
(5), (6) e le due equazioni vettoriali (2) e (4) che nel complesso costituiscono 
un sistema di nove equazioni scalari nelle dette incognite.

3. Supponiam o ora che i vettori velocità, v , e campo m agnetico, H , e 
le quantità  scalari siano il prbdotto di una funzione del tem po e di una 
funzione del punto, poniamo cioè

(7) » —ZOO®* - p = / 2(0p*  - . f f = / 4( 0 H*.

dove H*, p* p* sono funzioni soltanto del punto.
Sostituendo le (7) nelle (1), (2) e (4), abbiam o dalla (1)

/ a ( 0 P * + / 1/ 2 d i v (p*®*) =  o :

occorre pertanto che sia

(8) / 2 =  *2/ i / 2 <

con oc2 costante e

(9) a2 P* +  div (p* v*) =  o .

A nalogam ente la (2) porge

( IO) A  =  h  -

(11) H* +  rot (H* A »*) =  o ,

con altra costante.
La condizione (3) diventa

div / / * — o .

Infine, l’equazione del moto (4), dopo aver diviso ambo i m em bri per f 2f*v  
dà

(12) d©* - 
d P f f — grad  p* —  [x ~ — rot H* A H* =  o .

Q uesta equazione si può soddisfare ponendo i coefficienti dipendenti dal tem po 
uguali a delle costanti, cioè

r2
(to') / l       ̂ fs   <*4 *4   <*3
 ̂ ; f i  8 ’ f l A  82 ’ J [ f l ~  82 '

D alla prim a delle (13) si ottiene

(H ) / i = - 8 ( X / + v) ” V

con v altra costante.
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Dopo ciò dalla (8) e dalle 2a e 3a delle (13) si ricava

(15) / 2 =  (V +  V)“*.8/X , . / ,  =  <X4 (X* +  v)-a+* 8A , / 4 =  a3 (Xif + v)-1+a'8/<2X).

D ’filtra parte  dalla (io ) si ha

(ISO / 4 =  a3(X^+ v)“l8/x

perciò dovrà essere

(16) ~ -  =  —  ï +  da cui S = 2 À ( a 2- 2 a 1)~1, con ^ = ( = 2 ^ .

L ’equazione (12) del moto si riduce allora alla seguente

(17) —  Xü* +  S +  a4 grad —  (i.oc| rot //*  A J/* =  o ,

nella quale non figura più il tempo.
Per quanto riguarda l’equazione di stato (5), prendendo i logaritm i di 

am bo i m em bri, si ha

(18)
c. log ¥ s lY

/a +  l°g P*

Questa m ostra che l ’entropia, specifica, s, sarà la somma di una funzione 
della sola t  e di una funzione del punto soltanto.

Sostituendo nella (6) abbiam o

d
di? log kf lh

a
+ / xgrad log

P*
X v* — o  ;

D ovrà essere quindi

con costante. N e segue

kflh
A

log kf lh
A

0̂ I *̂1
c - c  p p

f i  (/) d t ,

con so altra  costante, e quindi

(19) j  =  i-0 +  Si I A ( t )  d t + ' c j  log p
Y

=  -*0 +  log +  v)IlSA +  Cp log f -
(*Vy

7 sd£ò /V , I —1/T sqIc6 /- NS
e P Qj +  v) ^ = « 4  e ° > + v ) s ,AirJ3

con s =  +  +Si_\ , 2
CP Ì  ' T

(20)
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(21) i-1 ^ 1/Y
—  +  grad log H -  X v*  =  o .
LP P

L a questione è dunque rido tta  a determ inare le quan tità  p* p*, ©*, ff* 
m ediante le equazioni

(9) oc2 p* +  div (p*i>*) =  o ,

(11) oq H* +  rot (» *  A / )  =  °  , (divJtf* =  o ) ,

C17) Sp*I—  XiC +  § x>*j +  oc4 grad p* -— [xoc| rot

(21) a*1/?
—  +  grad log — x /  =  o .

4. Con riferim ento ad un sistema di assi cartesiani ortogonali, x  , y  , z, 
indicando con vx , vy , le componenti del vettore u* e con H x , H y , H z 
quelle del vettore H*, le equazioni precedenti equivalgono al seguente sistema 
di equazioni scalari

(22) 1X2 p* +  i  Cp*p*) +  4 ^  (p*®v) +  A  ( p * 0  =  0

(23)

ai ^  +  "|r vy —  H y v*) ~  L  ( ^ * v* ~  H * v°) =  0 >dz

* \ H y - v S ^ { H y V z —  H z vy) —  —  (Hx vy — H y v ^  =  o ,

—  H x vz) —  ~  ( # ,  », —  H z vy) =  o ,

(24)

(25)

§P* | -- ~t'-Vx +  S 1L  ! < 
[ * dx

— ( dHx
\ dz

dHz
dx

8 P* | (—  X», +  s ( dVy
\v* ~sF +  vy '

— ( M y dHx
\ dx dy

§p*.{— *». + 8 . l dvz .
A  ~ W  +  Vy -

- k K
(3H Z dH y
l dy dz

-H .

Si 
cp

é*Vy

dv, .
W + '‘

—  H ,

fl/y
9*  ■ s  p* 1 * 9/  *  p* ' ^  9L  p*

dvx \  
’Z dz j } +  <*4 ~

/ dH  y 3HX
V dx dy

•j * y \
2 dz jI +  «4 -

l, dHz , dHy
' \ 3y dz

■j H )
* dz !'J +  0C4 -

( 3HX dHz
\  dz dx

- +  v% dz lo£

9 /*
9.r

9 /*
9j/

=  O

9/*
9^

O ,

O .
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5. Consideriamo il caso del moto piano in cui vz =  o e tu tte  le q u a n tità . 
sono funzioni soltanto della coordinata x.

In questo caso la prim a delle (23) richiede che sia H x =  o, ed il sistema 
precedente si riduce al seguente:

(26 )

(27 )

(28)

(29 )

«2P* +  ^ ( P * ^ )  =  0

\ * i H y +  - ^ { H y vx) =  o ,

I *i H z -Y^-x {Hz vx) =  o ,

\ b  4 r )  +  ** v v  +  T  K  i  +  H *) =  0 -

I 8p* ^—  ~hvy +  8vx
d  V y

d x =  °>

.n d
- + v x ^ r x \o% —  =  o .

La risoluzione di questo sistema si può ridurre alla determ inazione di 
una sola incognita, la vx , m ediante una sola equazione. Invero, dalla (26), 
dividendo ambo i m em bri per p* vx , si ricava facilmente

(30)
■ %

con A 0 costante arbitraria. D alla (29) si ottiene quindi

P*1/Y
log

Y

con costante arbitraria, e quindi

(31 )

s± j dx 
Cp  ! vx log B 0 ,

dx

La i a delle (27), che è analoga alla (26), porge
f  dx

(32) „  c . - I - .Tj Co
Jri y = ----e

y Vx

con costante arb itraria. La componente H z del campo magnetico soddisfa 
alla stessa equazione cui soddisfa la componente H y ; queste due com ponenti 
differiscono quindi per un fattore costante arbitrario  ß:

H z = $ H y .

La seconda delle (28), essendo p* =f= o, dà

(33) Vy  =  r 0 e

X r dx
Y  J LT
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e se la costante T 0 non è nulla sarà vy ={= o; il moto sarà vorticoso ed il vortice 
sarà dato da

\ r dj;
_ I / , \   I r / ,\ dVy _ I /• X Tq S J v=  T  (rot v ) = - A ( t )  =  - A - j  e * I . X z/v

6. Osserviamo ora che, ponendo

r dx
!(34) u  =  e

dalla (30) risulta

e quindi

(35) P * vx
dvx
dx

• 1. /d ue quindi ^  =  u  ,

=  A 0 u ~ a‘

A a ( du \2 d2^
/ d« \2
\  d *  j

D alla (31), poi segue

(36)

per cui

(37)

p  — A l  B l u  (qpp) > con a5 — +  <*2.+ 1 >

d p  yiY n ï  —ya5 —1 / d «  , «̂y d y ~y«5 / dz/  ̂ d 2 I I

^ - ~ A oB oY*5 u +  VA oB l ” [dx d% d.r2

Infine dalla (32) si ha

H  — C u~a'~l - A  
^ C ° u  d*

e quindi

(38)

da cui

(39)

h ;  +  h ì ' =  Q ( i  +  ÿ )  u2\ „,-~2(Xi - 2 ( àu 
dx

- ^ ( H 2y + H Ï )  =  C20 ( 1 +  ß2)

/ I \  —2ocx—3 (  d u  \ 3 .2 ( a x + t ) «  (■— ) + 2 U—2ax—2 du d 2U
dx dx2

Servendoci ora delle (34), (35), (37) e (39), la i a delle (28), m oltiplicandone 
ambo i m em bri per (^ppj2> porge

(4 0 )

■(«, +  .)  4  (■ +  Ps) i « c ì « - , - - , ( ^ ) ” +

-«2+1

«■i <*5 yA l  B y0 u  YOts - l /d u A + 3 
dx

dAu
d.r2

\5
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che è u n ’equazione differenziale del 2° ordine, alquanto complicata, nella u(x)\  
quando siano fìssati i valori delle costanti arbitrarie che vi compaiono, in 
base ad assegnate condizioni può essere suscettibile di integrazione num erica 
e fornire la u(x),  determ inata la quale si ha subito, colla (34) la com ponente vx 
della velocità e quindi gli altri elementi incogniti del moto e del campo 
m agnetico.

7. Possiamo anche osservare che, sempre dalla (30), risultano

(41 )

e quindi

Ap d 
oc2 dx

f  dx

e p *.vx= A 0 e

’ dx
’x I 5> d-Vx 2 jx +  0 ——̂ e dx

d x

allora se si sceglie la costante § tale che [cfr. (16)]

(42) 8 = V r ’ («2 =  — 2 *i)>

si ha

(43) P* (— +  8vx dvx
dx dx

' - a 3 j
vx e "

dx

e la i a delle (28), in questo caso, porge l’integrale primo 

oc f  ^
(44) 82 A 0 vx e " ** +  oc4 7)* -j- — -f- H f)  =  E 0 ( =  costante) .

Servendosi della funzione u(x )  in trodotta nel n. prec., delle (34), (36) e 
(38) e m oltiplicandone am bo i m em bri per du/dx,  dalla (44) si ottiene per 
la u(x)  l ’equazione differenziale del i° ordine:

(45) -  « l( i  +  ß2) ^ o ! * " te '" 24 ) 3 +

- £ 0 ^  +  ^ 0 ^ .  =  o ,

nella quale va posto a2 — —  2 oq e ricordato il valore di *5 [v. (36)].

8. In  un riferim ento a coordinate cilindriche r , 0 , z  , (r — ^ x 2 -f- y 2), 
indicando con vr , ve , vz, le componenti cilindriche del vettore v* e con 
H r , , H z quelle del vettore //*, le equazioni (9), (11), (17) e (21) danno
luogo al seguente sistema di equazioni scalari

(46) <x2 p* -+ 3 7Jr) P* I I 3 x *  s , 3 x \
"äF “  +  “ T -  +  y  ge (P ve) +  ^  ( p * 0  =  o ,3z
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(47)

(48)

i 3 5
ai H r JT — 30 (H,- Vq— H q vr) —  g j { H , v r — H r vs) =  o , 

ai 0#e ^  ^0) —  ^  {H r ve — H e vr) =  o ,

ai +  V { H z vr — H r v^)\ -  ( H s V ' — H ' V ^  =  o ,

sp* I—  Xzv +  8 •9zv , i / 3zv
v' - 3r  +  T v° [ - w

\ , dvr
■*'«)+ * '- ä r

— [AOcf { ^ (
'3 # r
v 3z

1

? 
^ !

( dz> T / dva
Sp*(-— H +  8 Vr 6 

3 r +  T V*(
e

. 30

2
-  !̂ a3 [H r

r
3
dr w  -

i ;
r

8p*{-— XZT, +  8 v r
dvz
dr +  ~  VQ '

dvz
30

“ (A«! j^ e l
3HZ 3Hq 
80 dz ) -

e l f

I +  «.

_ i _  a #  
r ”30"

dv,
+  a 4

4 3 r  '

—  0  , 

I dp*
r  30

30

H.

+  a4
dvz
dz

3 H r ___
3̂  3r

3/*
dz

(49)
-fi , 3 , P * 1/y , VB 3 . p * 1*  3 . p * i l t
cp +  ^  -W  l0g ~ ^ r -  +  —  3Ö l° g  ~ ^ T -  +  *V fc log =  o

Nel caso del moto piano (vz =  o), e nell’ipotesi che tu tte  le incognite 
dipendano soltanto dalla distanza r  dall’origine =  o , —  =  o j , la i a delle 
(47) richiede intanto che sia

H r — o ,

Le rim anenti equazioni del sistema (46), (47), (48), e (49) si riducono alle 
seguenti

(50)

(51)

«2p* +  -£-(p**v) + =  O

al +  7Î7 C#e Vr) — 0 >

} % ^ + L K ^ )  =  o .

(52)

(S3)

r  d r  

dVr
+  a 4 —j z---- 1"8p*[—  Xt»r +  8 p r dr r  ~9„ > -4 dr 

+  F 'I  { ■ # , +  ■—  f r  ( ^ 0 ) )  =  0 . 

* P Ì - m ì ^  +  ^ ) )  =  o l

^*!/Y1̂ , d « p A----- r  Vr —  log — r-cp r dr  & p* =  o
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In modo analogo al caso precedente (n. 5), le equazioni (50) e (51), la 
2a delle (52) e la (53) pongono:

Sostituendo nella i a delle (44) si ha u n ’equazione nella sola incognita vr 
della variabile r. Nel caso considerato il vortice è dato da

9. Consideriamo infine il caso in cui il campo è riferito ad un sistema di 
coordinate polari sferiche r  , 0 , cp , (r =  |/jr2 +  _y2 +  z2). In questo caso indi­
cate con ,z/r , z/e , z/<p, le componenti del vettore v e con H r , H e , H ^ ,  quelle 
del vettore H , le equazioni (9), (11), (17) e (21) forniscono il seguente sistema 
di equazioni scalari:

(54)

con A 1 , B 1 , I \  , Cl , C\, costanti arbitrarie.

(55)

I  COS 0  *  | I d

r  sen 0 ^ r  sen 0 —  Cp*zg =  ° ,

ai H r +

r  sen 6 3cp Vr Hr v9) =  o ,

(56 )
{H,  v ,  -  ve) -  -  -  [r {Hr v%- H <jvr)-\ =  o ,I a l ^ 6  +  

\ a i H ,  I -  vr - H r v9)\ -  -1 -  {H,  vv - H „ v , )  =  o
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Sp* — \ v r +  § tor , *6 i C\■ , 6 / ^0 \ I Z'cp / 1 o'ZV
^  ~dZ ^  T ” (Ve“ ~ v°) +  —  [lëiîW  "äT" ~ ) +

■+ a4 “iÉ------ ^ Ì \ H ,dr

i 5
r 3r

I 3 //r i 3 ✓ t t  \

t  1C (rH*)

(rHe) -
r  sen 0 3cp r  3r 

i 3/7,
r  30 =  O

(57)

8p* I' Xve 8 

j l „ 1 V*

3zn Ls ' 3 v v w

Vr ~1F  "7“ (“96“ +  Vl) +  r  sen 6 (“N~ C°'S 6 &t?

■v4 M  U w - t Ï

^ / 3z/.

1 +

#0<p
r  sen 0 30 (sen 0/Zcp) —

r  dr 

dHQ
r  30

3cp =  O

8 p * |— \ v ,  +  8
3z,' V. dv V , 07’v . a  4 . _jp - ■

r 9r ' r  96 +  TVTe (^jT +  ^ sen 0 +  cos e)]l +

+
<*4 dp __ 2 I Hq

r  sen 0 ' 39 \ r  sen 0

i 3ZZr i 3

3 , a 77 \ 3Z/eg j(se n 0^ 9) — - g -

H,
r  sen 0 d(q r  dr ( r H ,) =  o ,

(58) cp
A*!/y v,

JrVrH  lo? — I” r  30 log
/* i/y  0 z* i/y
" _  +  7  w  =  o .

* r  sen 0 3cp - ® p*

Se supponiam o che tu tte  le incognite siano funzioni soltanto del raggio r, 
la prim a delle (56) m ostra intanto che deve essere

H, ' o ;

la (55) richiede che sia vQ =  o e la 2a e la 3a delle (57) che siano v^ =  o, 
— o: supporrem o =  o ^ .  Le rim anenti equazioni si riducono alle 

seguenti:

(59)

(60)

(61)

(62)

a2p# +  ^ r  (p* O  +  — P* v r =  o ,

^ t 7 Ì ( ^ )  =  0 .

8p* tav +  Svr ~ - j  +  k4 +  [Xal ~  —  (rH0) — o ,dp* 2 / / o  d

Yi 1 d , ^
—  +  ^  !°g

(2) Se si supponesse nulla H q i risultati sarebbero gli stessi, salvo che si avrebbe per 
TZcp l’espressione che si ottiene per H q .
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Le equazioni (59), (62) e (60) porgono

f  ò r

(63) 'r

d r

(64)
(:r2 Vry

r

(65) ^ 8  =  -

dove A  2 , B2 , C2 sono costanti arbitrarie.
Sostituendo questi valori nella (61) si ha u n ’equazione in cui è incognita 

l’unica com ponente vr del vettore v.
In quest’ultim o caso il moto è puram ente radiale ed il vortice è ovvia­

m ente nullo.


