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Meccanica razionale. — Comportamento quantistico di un corpu
scolo materiale nell’universo di De Sitter della Relatività gefierale (*b 
N ota di C a r l o  V e n i n i ,  presentata/**) dal Socio B. F i n z i .

S u m m a r y . —  W ithin the terms of quantum  Mechanics we study the behaviour of a 
particle in De S itter’s spherical world of general Relativity.

In un riferim ento inerziale dello spazio-tem po pseudoeuclideo della R e
latività ristretta  lo stato quantico di una particella m ateriale libera è fornito 
dall’equazione differenziale di K lein-G ordon [ i ]. In  questa equazione alle 
derivate parziali è presente come incognita la funzione di stato della 
quale è ben noto il significato fisico: il prodotto con complessa co
niugata di 4b rappresenta la m isura della densità di probabilità che possiede 
il corpuscolo di occupare, in un determ inato istante, una assegnata posizione. 
L a m enzionata equazione può essere facilmente posta in form a tensoriale; 
sotto tale forma può ritenersi allora valida in un generico sistema di riferimento.

Poiché in essa, oltre allo scalare intervengono solo le sue derivate 
tensoriali seconde, le quali però notoriam ente godono della com m utabilità 
anche se la varietà è riem anniana, mi sem bra lecito ritenere che l’equazione 
tensoriale di K lein-G ordon valga anche in R elatività generale, al fine di 
caratterizzare il com portam ento quantistico di una particella m ateriale, priva 
di carica elettrica e soggetta quindi unicam ente ad un campo gravitazionale. 
E appunto nello spirito della R elatività generale il considerare come libero 
un corpuscolo sul quale agiscono solo azioni gravitazionali.

In  questa N ota considero una particella m ateriale, mobile nell’universo 
statico di De S itter [2]. D etta r  la sua distanza dal centro dell’universo stesso, 
nelLordinaria teoria della Relatività, dove è possibile determ inare la velocità 
in funzione della posizione, il corpuscolo non può accedere alla regione r  >  R, 
poiché in essa la sua velocità diverrebbe im m aginaria. La costante R rap 
presenta il raggio dell’universo e l’ipersuperficie r  =  R costituisce quindi un 
orizzonte.

Introducendo invece l’ipotesi quantistica e facendo uso dell’equazione 
di K lein-G ordon, m ostro innanzitu tto  che alla m etrica di De Sitter è asso
ciata una funzione lagrangiana che non dipende esplicitam ente dal tempo; 
la corrispondente funzione ham iltoniana uguaglia allora, duran te il moto, una 
costante [3], che identifico con l’energia totale relativistica del corpuscolo.

Al limite, tra ttan d o  come un infinito la velocità c della luce nel vuoto 
rispetto ad ogni osservatore inerziale, m ostro che la precedente equazione

(*) Lavoro eseguito con contributo del C .N.R. nelham bito del G ruppo N azionale per 
la Fisica M atem atica e per le applicazioni della M atem atica alla Fisica e all’Ingegneria.

(**) Nella seduta del 9 dicembre 1972.
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si riduce a quella quantistica non relativistica di Schrödinger, riguardante 
una particella soggetta ad una forza repulsiva, proporzionale alla distanza 
dal centro dell’universo.

Trovo poi che la densità di probabilità tende a zero al tendere di r  
a ll’infinito, m a possiede valori non nulli nella regione r  >  R. U n  tale risul
tato, analogo ad un altro recentem ente ottenuto in R elatività ristretta  [4], 
mi sem bra connesso al principio di indeterm inazione di H eisenberg della 
Fisica quantistica [5]. In  base a questo principio è concettualm ente im possi
bile determ inare contem poraneam ente, con tu tta  la loro precisione, sia la 
posizione, sia la velocità di un corpuscolo; anzi, quanto più è nota la sua 
posizione, tanto  meno determ inata ne è la velocità, e viceversa.

Se allora si esegue una osservazione di posizione e si stabilisce con la 
m assim a precisione la posizione della particella, nulla si può dire della velo
cità, che non è concettualm ente determ inabile. Ne segue che le posizioni 
della regione r  >  R non sono, a priori, precluse al corpuscolo, contrariam ente 
a quanto avviene nella teoria relativistica non quantistica, le cui,leggi, come 
ho affermato poc’anzi, forniscono in tali posizioni una velocità im m aginaria.

i .  L ’e q u a z io n e  d i  s t a t o

L ’equazione tensoriale di stato di K lein-G ordon, che riteniam o valida 
anche in R elatività generale, è la seguente:

(1) 'i'/Xc +  W2 <?2 =  O ,
h

dove m  rappresenta la m assa intrinseca della particella, h la costante di 
Planck, g Xn la generica com ponente controvariante del tensore fondam entale; 
la barra  è infine simbolo di derivazione tensoriale.

Consideriamo, dunque una particella m ateriale, priva di carica elettrica, 
mobile nell’universo statico di De Sitter. L a m etrica dello spazio-tem po rie- 
m anniano è allora rappresenta ta  dalla seguente forma differenziale quadratica:

(2) d̂ *2 =  (1 —  a2 r 2) c2 d t2----—— dr 2 — r 2 d02 — r2 sen2 0 d<p2,

essendo a una costante che verrà in seguito precisata, t  il tem po, r , 0 , 9  
le coordinate spaziali. Posto x 0 =  e t , x ± =  r , x 2 =  0 , x 3 — 9, nel sistema di 
riferim ento (2) si ha, per le componenti covarianti del tensore fondamentale:

(3) IIAIIO**0 i
I

— a2 r 2 ’ <̂ 22 =  -

g 33  =  —  r 2 sen2 0 ; =  O (x=H

da cui, per quelle controvarianti:

(4) p-001 =  1 . p-ll =  .
* J .— oc2 r 2 1 ® - ( I - — a2 r 2) ; <̂22 =  ■

>33 =  __ 1
* r 2 sen2 0 ’ =  O (X a).
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Osserviamo che la m etrica del corrispondente spazio geometrico trid i
mensionale assum e la forma:

( 5) d/2 =  ——-.2■ ■■ 2 dr2 +  r2 d02 +  r2 sen2 0 d©2.I — a 2 r 2 T

Dalla (5) segue che il quadrato  della distanza fra due punti infinitam ente 
prossimi posti su di una linea di equazione r a , con a costante, è fornito 
da: a* (d02 +  sen2 0 dcp2).

Se, in particolare, r  =  o, tale distanza risulta nulla, ossia la coordinata 
spaziale r  è una coordinata raggio. A causa della prim a e della seconda 
delle (3), le leggi della M eccanica relativistica non quantistica impongono 
che r  si m antenga in ferio re 'a  i/a . La costante

(6) oc = 1 / 2 icKp 
I  3 c2

i
io9 anni luce

si identifica con il reciproco del raggio dell’Universo, essendo K la classica 
costante di attrazione universale e p la densità, pure costante. L ’ipersuper
ficie r — (i/oc) costituisce quindi un orizzonte per l’osservatore di De Sitter.

Studiam o ora il com portam ento relativistico della particella in trodu
cendo l’ipotesi quantistica. L a (1), per le (3) e le (4) e per la legge di deriva
zione covariante, dopo qualche calcolo si presenta sotto la forma:

(7) I I ,  2 2x  I_  i 9 2 4

c2 i — oc2 r 2 $i2 ■ '  dr2 r 2 p02 r 2 sen2 6 3(p2 '

+  2 (2 a2 r  — — j 54
dr

i
r 2 ctg e + 4 7z2 m 2 c2 

}?
4 =  ° .

Vediamo ora se è possibile soddisfare alla (7) assumendo:

2 ni E
(8) <!> = f ( r ,  0 , <p) « h \

essendo f  funzione delle sole coordinate spaziali e la costante E l’energia 
totale.

2 . E n e rg ia  t o t a l e  d e l l a  p a r t i c e l l a

Osserviam o che alla m etrica (2) corrisponde la funzione lagrangiana

L = cL
■ mc  > ossia: at

(9) L =  — me / ( i  — a2O  — 4  (i — a2 r 2)2 2 \ —1 .2 r  ■ r /fi’2(0 +  sen 0cp )

Poiché L  non dipende esplicitam ente dal tempo, risulta notoriam ente:
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con H costante. Identifichiamo l’energia totale relativistica E che interviene 
al secondo m em bro della (8) con la costante H. Dalla (9) e dalla (io ) si trae 
allora:

(IO
me1 ( i — oc2 r2)

_  aV )  -  —  (i -  a V ) " 1 -  Ç  (02 +  sen2 Ôç2)
=  E .

Sostituendo la (8) nella (7) si ha 

(12) (1 —  + ~r 2 302
32/

r 2 sen2 0 9cp2

+  j — ctg 0 f JEl
^  r 2 ^  5 0  ‘ Z.2 \ /.2jp \ c2 i — a2 r2

+  2 (y  — 2a?r) ^  +

■— m 2 c2) f  =  o .

3* Sepa razio ne  d elle  v a r ia b ili n e ll ’equazione (12)

Cerchiamo ora di soddisfare alla (12) assumendo:

■03) f ( r , 9 ,  <p) =  R ( r > j / ( 0 , 9 ) ) '

ossia tram ite il noto m etodo di separazione delle variabili. 
Sostituendo la (13) nella (12) si deduce:

, *. 4712 w2 r2 9
04)   -̂2 -n

4 TC2 E 2
i -—- a2 r2 - r2 (1 — a2r 2) — +  2 r  (2 a2r 2 —  1) =

__ 0 y  _j_
y  902 y sen2 0 9<p2 +  ctg Ö

R

I dy
y  90

Osserviamo che il primo m em bro della (14) dipende dalla sola r, m entre 
il secondo e funzione unicam ente di 0 e cp; di conseguenza è necessario che 
ciascuno di essi uguagli una costante — D. Si ha così:

(15 )
i 32 y  . i 32 y

y  902 y sen2 0 9<p2 +  ctg 0 —
9y
äe - D ;

(16) r 2 (1 •— a2 r2) A  - f  2 r  (1 ■— 2 a2 r2) -L  +

+  A ^  ^  4 7T2m?c2 3 —
c2Ä2 i — a2 r2 ^  '

L a (15) coincide con l ’equazione che, nella teoria quantistica non re la
tivistica, è valida in  tu tti i problem i in cui intervengono solo forze centrali 
dipendenti dalla sola r. R isulta allora:

07) D  =  / ( / + .  i ) ,

6. — RENDICONTI 1973, Vol. LIV, fase. 1.
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con /  intero non negativo; detto p  un intero, con \p  \ <  /, si soddisfa alla (15) 
per mezzo delle funzioni sferiche

0 7 ') Vip =  A /js ^  sen 0
\j>\

d Pì Vl (cos 0) - 

d (cos 0)^'

essendo K lp costanti a priori arbitrarie e P/ (cos0) generico polinomio di 
Legendre [6].

L a (16), per la (17), può presentarsi sotto la forma:

(18)

+  -
4 n? E 2 

f 2 A*

R  +  —r

4 ir2 n? c2
(1 — a 2?-2)2

2 j-2 R +

r l  (7 +  0

- OLò T‘ 

I

r 2 (i - a2 r 2)
R

4. L a  f o r m a  l i m i t e  d e l l ’e q u a z io n e  (18)

Passando al limite facendo tendere c alPinfinito, dalla (6) si trae: 

(19) lim oc — o .
c ->oo

Osserviam o che dalla (11) si deduce:

 ̂ 9 9 ,  9 9 —9 rn w. r /2 — n K p m  r (1 — ot r  ) -— m v —------ :------——
x \ 9 9  E 3 i — oc2r 2(20) m 2 C2 — —— =  -E---------------------------------------------

„2 „2
c2 c2 (.1 — oc2 r 2)

—2   *2 1 2 /a2 i 2 a • 2\v =  r  +  r  (0 +  sen - Ö9 ) .

avendo posto:

( 2 1 )

D alla (20), per la (19), si trae:

(22) lim [m2 c2 -----— — 2 m mv2-----------^  7iKp mr2̂j .

D alla (5) segue:

/ -v 2 I .2 1 2 Â2 , 2 2 a *2(23) V =  — V i r  +  r  0 +  r  sen 0<f> ,

essendo v la velocità tridim ensionale della particella.
Per le (23), (21) e (19) si ha: lim v2 =  v2. Al limite, la velocità tende

c—>00
così ad assumere la form a (21) che le compete in M eccanica classica, quando 
la particella è mobile nell’ordinario spazio tridim ensionale euclideo, di cui r, 0 , cp 
costituiscono un sistema di coordinate polari. Poiché il prim o term ine posto 
entro parentesi al secondo m em bro della (22) si identifica con la classica 
energia cinetica, la som m a del prim o e del secondo term ine, qualora si inter-
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preti •— (1/3) TtKp m r2 come energia potenziale V, rappresenta la classica 
energia totale W. Al limite, la sollecitazione a cui è soggetto il corpuscolo si 
riduce quindi ad una forza repulsiva proporzionale alla distanza r  dal cen-

tro dell’universo. Dalla (22) segue: lim lm 2 c2 — —— ) =  — 2 m W ,  e la (18)
t->oo c )

tende all’equazione:

(24) R + R +
8 7T2 m

h*
w _V_-/(/ + R =  o,

con V =  — (1/3) n K p m r 2. La (24) si identifica con la nota equazione radiale 
di Schrödinger della Fisica quantistica non relativistica.

5. Comportamento dell’equazione (18) al tendere di r  all’infinito

Per stabilire se, introducendo l’ipotesi quantistica, vi è la probabilità di 
trovare la particella nella regione r> ( i/o c ) ,  conviene studiare il com porta
m ento della (18) quando r  tende a d iventare infinitam ente grande, facendo 
intervenire la variabile:

(25 ) il  =  — r

Dalla (25) si trae R -------u 1 R ; R =  R ” -f- 2 t?  R^ dove l’apice indica
l’ordinaria d e r iv a ta  di R rispetto ad u. La (18), per la (25), diviene allora:

(26) R ” +
u (u 2 — a 2)

R' +

4 7t2 E2 4 TT2 m1 c2 /  (/ 4- i)
(■u 2 hc2 (u2 - a 2)

R 0 .

Osserviamo che per r  -> oo, ossia per u -> o, l’equazione differenziale 
lineare del secondo ordine (26) presenta una-singolarità fuchsiana, poiché il 
coefficiente di R'. diviene infinito del primo ordine e quello di R del secondo 
ordine. Cerchiamo allora di integrare la (26) ponendo:

00
(27) R =  y \  as us,

o s

dove y e i coefficienti ^  rappresentano costanti disponibili, con la condizione: 

(2^) a0 -p  o [7].

Sostituendo la (27) nella (26) ed annullando i coefficienti delle potenze 
di u  si constata che, ponendo =  o, risultano nulli tu tti i coefficienti as 
con s dispari , m entre per s par i  si trae:

(29) 3 T +
4 7t m c

t?  a 2
a-a =  o;

2 oc4 (2 y —  1) a2 + 4TC
m 2 +  2 ya2 (4 — y) +  a2 /  (/ +  1)a0 =  o.
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Si ha infine la seguente form ula ricorrente, tenendo conto della prim a 
delle (29) e della (28):

(30)

+

+

- 9 / + 2 0 + 2 Y ( i - 4 ) - / ( / + l ) - i ÿ ^ | a M  +
h  OC J

2 oc2 (s ■— 2) (1 —  2 y) —  2 a2 (s2 — 5 s +  6) +  2 a2 y +

8 ir2 m 2 c214 tu'
(“ C —  « 2 f  +  a2 /  ( /  +  1) +  ■

+  a4 (s2 —  3 ^  +  2 ys) as =  o

&s—2 “fi

0  =  4 , 6 , 8  , • • • ) .

L a prim a delle (29), per la (28), fornisce y quale radice di una equazione
di secondo grado. Si ha precisamente:

( s o y =  A . 
“1 2

16 7T2 m2 c2 
h 2 a 2

=  a + m / 9 .
2 2 }/ ^

l 6  7T2 m 2 c 2

h 2 a 2

I due valori yx e y2 precisati dalle (31) dipendono dalla m assa intrinseca 
ni del corpuscolo; poiché h — 6,6* io -34 kg  m 2 sec” 1, c ^  3 • io 8 m see-1, essi, a 
causa della (6), risultano complessi coniugati a partire da un piccolissimo 
valore di m, inferiore alla m assa 9,09- io -31 kg  dell’elettrone.

Poiché la differenza y — y2 non uguaglia un num ero intero [8], l’equa
zione (26) am m ette due integrali fondam entali della forma (27).

A ttribuito  ad a0 un valore arbitrario, complesso o reale purché non 
nullo, la seconda delle (29) fornisce a2, la (30), per  ̂ =  4, determ ina un i
vocamente .<z4 , per s =  6 determ ina a6 , ecc.

L a regione di convergenza della serie (27) si estende fino al più prossimo 
punto di singolarità, ossia, come si constata facilmente dalla (26), fino ad 
u  =  a, dove esiste una seconda singolarità fuchsiana.

L a densità di probabilità 4 4 a  Per Ie (8), (13), ( 17'), (27) e (31), si 
annulla per u  =  o, ossia all’infinito, m a risulta non nulla per o <  u  <  a; 
esiste1 quindi probabilità, m ediante una m isura di posizione, di trovare il 
corpuscolo oltre l’orizzonte non quantistico dell’osservatore di De Sitter.
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