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Analisi matematica. —  Disequazioni variazionali per due superfici 
di curvatura media costante. N ota di G i o r g i o  V e r g a r a  C a f f a r e l l i ,  

presentata (#) dal Corrisp. G .  S t a m p a c c h i a .

Sum m ary . — We state an  existence and regularity theorem  for the variational ine
quality  associated with the problem  of two soap films pushed each against the other with 
constant pressure.

§ I .  Sia O un aperto lim itato di R w. Assegnate due costanti Ai , A2 in 
questa N ota consideriam o il problem a di m inim izzare il funzionale

(1.1) £ (u ,v )  =  j []/1 +  I %  |2 +  ]/ i +  I vx |2 — n A 1 u  —  n A 2 v\ dx
«

in una classe di funzioni che assumono valori prescritti su aO e verificano 
la condizione

u >  v in O d-).

Questo problem a conduce ad una disequazione variazionale ([6]) e tale 
sarà il nostro punto di vista. Come è noto minim izzare (1.1) corrisponde al 
problem a di trovare la posizione di equilibrio di due bolle di sapone fissate 
rispettivam ente al bordo e spinte Tuna contro l’altra con pressione costante. 
U n  problem a di questo tipo, associato ad una coppia di operatori lineari 
ellittici aventi parte dom inante uguale, è stato considerato nella N ota ([7]).

If er spiegare più precisam ente il problem a introduciam o alcune nota
zioni. Indicherem o con Cm,x(Q), m  >  o, o <  X <  1, H W,!?(Q), H J ’*, m  >  o, 
i <  q <  +  00 gli usuali spazi funzionali e con H m’°°(0) la classe delle fun
zioni le cui derivate ( n i— i)-esim e sono lipschitziane in Q. Inoltre se 
ç e H 1,?(û ) indicherem o con Hj>,sr(Q) la varietà

H ^ ( Q ) =  ^ — 9 e H j’*(Q)} .

Siano p , cr funzioni lipschitziane definite in Q tali che p >  cr su 30. 
D etto K il convesso

K =  {(!", v)) e H j ’̂ x H o 00 : ^ >  7] in Ü }

(*) Nella seduta del 13 gennaio 1973.
(1) Tale argom ento mi è stato indicato dal prof. G. Stam pacchia che ringrazio del 

suggerimento.
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m inim izzare il funzionale (1.1) è equivalente al

Problema 1.1. Determinare ( u , v) e K tali che per ogni (£ , yj) e K si abbia

J K  («*) (S —  u ) x . +  a j ( v x)  ( t j—  z/)xy] dx  > n j  [Ax(£ —  u) +  A2(y)— v)]  d x

In  (1.2) si sottintendono le somme sugli indici i , j  =  (1 , 2 , • • •, n) 
ripetuti.

§2. Per dale problem a si prova l’esistenza di una soluzione se Ai , A2 
e la curvatura m edia H (y )  di 3 0  rispetto alla norm ale in terna soddisfano 
in ogni punto y  e 30  una condizione del tu tto  analoga a quella necessaria 
per la risolubilità del problem a di D irichlet per le superfici aventi curvatura 
m edia costante [5].

Precisam ente si ha il

T e o re m a  2.1. Se  30  e C3, p , c r e C 3(0 ) e la curvatura media  H (y )  
d i 30 a y  soddisfa la condizione

esiste una ed una sola soluzione u ^ v  del problema (1.1). Inoltre

u  , v 6  H2̂ (0) O C1,X(0) , I  <  q <  +  00 , o <  X <  1 .

L a soluzione (u , v) si ottiene come limite di soluzioni di opportuni p ro
blemi approssim anti. Precisam ente detta Q(m) (t) una funzione C°°(R) tale 
che o <  0(m) <t i , (0(w))' <  o e

Q Q
ove

H (y ) >  — y  m ax (| Ai | , | A2 |) y  G 30

x  , ^  1N o per t  >  — -----2 m

si considera il problem a di Dirichlet: (u(m\  v{m)) e Hp (O) X (O) :

Q
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ottenuto effettuando una regolarizzazione ellittica deH’operatore delle super
be! m inim e ed utilizzando la tecnica di approssim azione per le soluzioni 
di una disequazione variazionale con ostacolo in trodotta da Lew y e S tam 
p a c e la  ([2], [3]).

Si dim ostra che tali soluzioni approssim anti hanno il massimo unifor
m em ente lim itato in Q ed il gradiente uniform em ente lim itato su 9Û m ediante 
l’uso di barriere globali del tipo considerato da Serrin [5]. A  tal fine si 
utilizza il

L e m m a  2.1. S e  H >  - f f  m ax (I A i |  , | A2|) allora

3
dXi <  (n — 1) H

a,(m) / (m)\(vT ) < ( n  — 1) H

La stim a del gradiente è estesa all’interno di Ü con l ’aiuto di un argo
m ento originariam ente dovuto a R ado [4] ed applicato alle disequazioni varia
zionali da H artm an  e Stam pacchia [1]. Questa tecnica perm ette di elim inare 
le difficoltà causate dalle interazioni delle due funzioni u (fn'! e z/”4 .

D etto I l’insieme di contatto, l =  { x  e Q. : u (x) — v (x)}, si dim ostra 
che u , v 6 C ° ° (Q \  I ) n  H 2’̂  (O) definiscono su Q due superfici la cui cur
vatu ra m edia è individuata dalle equazioni:

ai (ux) =  —  «Al , —  ay(^) =  — n A 2 in 0 \ I
e

3  /  \  ^  \  A 1  +  A 2  . . _fffff a iKux) — .7^7 aj{vx) =  — n ---- quasi ovunque in I .

Infine si dim ostra che £ Ì \ I  è connesso ogni q u a lv o lta  ß  è semplice- 
m ente connesso.

Le dim ostrazioni complete dei risultati enunciati in questa N ota sono 
oggetto di un lavoro che sarà pubblicato nell’Archive for R ational M echanics 
and Analysis.
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