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Geometria. — ZEine geometrische Kennszeichnung der Mannigfal-
tigkeiten von Segre und Veromese und cine damit zusammenhingende
ausgeszeichnete Transformation zwischen gewissen projektiven Réumen.
Nota di- JorRN ZEUGE, presentata  dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Il presente lavoro concerne la ben nota varieta di Segre, prodotto di
7 spazi proiettivi, e la veronesiana V’

n?

modello proiettivo del sistema di tutte le ipersuper-
fici d’ordine 7 in P,. Queste due varieth vengon qui definite sinteticamente col linguaggio
moderno a mezzo di prodotti tensoriali di spazi vettoriali. Una notevole trasformazione dello

spazio ambiente di V) in quello di V;'H viene poi definita, stabilendone le prime proprieta
fondamentali.

Die Veronese-Mannigfaltigkeiten V), stellen aus folgenden Griinden aus-
gezeichnete algebraische Mannigfaltigkeiten dar: 1) Sie sind rational und
lassen sich sogar ohne Ausnahmen, d.h. bijektiv auf die Punkte eines
n—dimensionalen projektiven Raumes P, beziehen. Damit sind sie Modelle

des P,; sie spannen einen Raum der Dimension < j )—I auf, sind jedoch

darin fur » > 1 echte Teilmengen. Die « Geraden » in diesem Modell sind
rationale Normkurven Vj. 2) Die Untergruppe derjenigen Projektivititen
des Umgebungsraumes (V;,), welche V;, in sich transformieren, ist isomorph
zur Gruppe PGL(P,). Die projektiven Strukturen des P, und (V;) und
damit auch diejenigen aller (V;) (= 1,2, --) untereinander stehen also
durchaus in enger Beziehung. Die in der folgenden Arbeit beschriebene sog.
®-Transformation bildet die Teilriume von (V;) in die Teilriume von
(V;H) ab. Dabei ist die Beziehung zwischen den beiden Veronese-Mannig-
faltigkeiten punktweise bijektiv; ebenso werden die Schmiegriume der V,,
auf die entsprechenden Schmiegriume der V;,*' abgebildet. Es werden durch
diese Transformation also die verschiedenen Veronese-Modelle des P, aufei-
nander bezogén. Auch die projektive Gruppe der V, wird dabei isomorph
mittransformiert. Es gibt so die ®-Transformation ein Mittel in die Hand,
spezielle Untersuchungen nicht nur im «Grundraum» P, durchzufiihren,
sondern gleichzeitig in den verschiedenen Veronese-Modellen. Dadurch lassen
sich zahlreiche Sitze, insbesondere iiber algebraische Mannigfaltigkeiten,
besonders elegant formulieren. Darauf soll noch in spiteren Arbeiten niher
eingegangen werden.

(*) Nella seduta dell’t1 novembre 1972.
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0.1 BEZEICHNUNGEN

P, : = n—dimensionaler pappus’scher projektiver Raum,;
>r< P,, : = kartesisches Produkt der Rdume P,l,l,‘ e P,:r;
7=1
Cu
s ) )
A — B: = kommutatives Diagramm,;
f
(M) : = projektive Hiille' von MCP,,;
|[M| : = Anzahl der Elemente von M.

§ 1. VERONESE-MANNIGFALTIGKEITEN

1.0. DEFINITION. Um eine bequeme Bezeichnungsweise zu haben, werden
die folgenden Hilfsabbildungen eingefiifirt:

Es bezeichne Y die Menge aller Abbildungen

b (1,2, -, 7) > (0,7, -, ;) mit
a) n;€N
b $(@) = 3 24 oder

Esist W,:={)eV¥ mit |{ (o) =r—1¢}.

Streng genommen miisste ¢ = ¥, ..., bezeichnet werden. Die Indizes
werden jedoch im folgenden fortgelassen, da keine Verweschlungsgefahr
besteht.

e .
1.1 DEFINITION. Sei X P, ein multiprojektiver Raum iiber dem
i=1

kommutativen Korper K.

Ein projektiver Raum P lber K heisst « Zensorprodukt» der Riume
PL,..., P, «= Es gibt eine multiprojektive Abbildung
F: x P, — P
i=1
mit der Eigenschaft:
Zu jedem projektiven Raum Q tiber K und zu jeder multiprojektiven
Abbildung

fi xPiL—>0Q
=1

7

gibt es genau eine lineare projektive Abbildung
- ff P=>Q,
so dass f=s*F gilt.
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Wir schreiben dann P = (:9 Pf;i

@P"l

s

Diagramm 1.

1.2 ANMERKUNG. Dass ein solches projektives Tensorprodukt stets exi-
stiert, lisst sich leicht aus der Existenz des Tensorprodukts linearer Vektor-
rdume herleiten.

Wenn V ein linearer Vektorraum iiber K ist, so bezeichne

SV—>P

|V VK die Restklassenabbildung,
—

die V den projektiven Raum P zuordnet. Die Existenz von ® Pi;z. ergibt
7=1

sich dann unmittelbar aus dem Diagramm 2.

g ——"

-W%/////////\

Diagramm 2.

1.3 SATZ. — Die Abézla’u%g F: %1 P;lz. — 'é1 P:;i st z'nje,éz‘z-v.

Beweis:' Angenommen, F sei nicht injektiv = Es gibt

(PY,---, Py == (P,---, Pp) € X Pi mit F(P},--., Pp)=F(P},---, Pp).
=1
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Sei nun Q, mit % >1 ein projektiver Raum iiber K = Es gibt eine
multiprojektive Abbildung

fi XP>Q,
7=1

mit f (P}, -, Py == F(PL,- - -, Pp).

Da aber fiir alle linearen projektiven Abbildungen

i=

fr X PL-Q,  gilt
=1
VAR G SRS SR HEY A =S A 78
im Widerspruch zur Definition von F.

v . 7 .
1.4 SATZ. — Seien ® Pf,z. und @' P, swei Tensor produkte von Pu oo, Py
=1 =1 :

mit den zugehorigen multiprojektiven Abbildungen F bzw. F'. = Es gibt eine
Projektivitir

mit fF = F'.
Beweis:

P, <

T

ro .
X P
1=1

Diagramm 3.

fl* .y

Nach Definition 1.1 gibt es lineare projektive Abbildungen

o _QZ)IPZ. - C;)/sz,-

i=1
* ” i :
und ST ®@Py - ®P,
7=1

mit F=/f*F und F =f*F
=T =f"F*F = =f*1 leistet das Verlangte.
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1.5 DEFINITION. — Dée Menge F( >r< Pf;i> heisst « Segre—Mannigfaltig-
=1
keit » und wird mit 5"1:"""7 bezeichnet.

Aus Satz 1.4 ergibt sich, dass alle Segre-Mannigfaltigkeiten Supm,

projektiv dquivalent sind. Sei So = (:9 P, € é P,. und sei ¢ € ¥. Dann
i=1 i=1 ¢ .

wird F( X Pi(,)) = Syqy,---, 45 (So) bezeichnet.
: i=1

1.6 SATZ. — Es ist (S,,....n) = ® P .
i—1

Beweis: Angenommen, es sei (S,,,...,. ) &= ® P,’;i , also ein echter Teilraum.
7=1
Das es nun mehrere Fortsetzungen der Abbildung id: (S, ..., ) =(S,,,....)
auf ganz ® Pf;z, gibt, gidbe es dann im Widerspruch zu Definition 1.1 mehr
7=1

als eine Abbildung

f: ®P. > ®P. mit Ff=F.
i=1 ' i=1

1.7 DEFINITION. — Sei So = ® Py € ® Py, und sei o<t<r. Dann
i=1 i=1
heisst TO(Sp): = Z Sey, 00 (So)  « Schmiegraum #-ter Stufe durch Sp
‘ Yew,
an die Snl,m,'nr».

Sn Ry ¥ . . .
Falls notwendig, wird T So)= "7 ¢ (So) bezeichnet. Natiirlich gilt:

So=TO(Se) C---CTSp) C TV (Sp) C---CTO(S0) = ® P, .
7=1

1.8 DEFINITION. — Eine Teilmenge V, C Spy heisst « Veronese-Mannig-
faltigkeit » &= Es gibt r Projektivititen

I P,,'——>P,’; =1, +-,7)

mit V., =Ff(P,),

v

wobei f= (fy, --,f) : P, — X P, gesetat ist.
: =1

7=

1.9 SATZ. — Seien V,, und V|, zwei Veronese—Manmnigfaltighkeiten Mit den
definierenden Abbildungen f bzw. f.

= 3 eine Projektivitit ® P, —~ @ P, mit g(V,) = vz
=1

=1
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Beweis:

r g

Rp ¢ &

VI

/\//// S XP

Dlagramm 4.

*

\ ><P —~ X P}
Dabei ist g* : - i=1

((Po,-_- PO — (AL ®0) o, 7 (BR)-

Da Fg* multiprojektiv ist = Es gibt genau eine lineare projektive
Abbildung

g ® P, - ® P mit
=1 7=1

Fo* = ¢F ;

ebenso gibt es genau eine lineare projektive Abbildung

7 ® P — ®P‘ mit
i=1 z-

Fg*1 = g'F
= g¢ = id = ¢ = ¢g~1 = Behauptung .

Somit sind also alle Veronese-Mannigfaltigkeiten V), untereinander
projektiv dquivalent.

1.10 SATZ. — Sei PGL (V,) die Gruppe der Projektivititen
I éPZ»éP,’; mit
i=1 i=1
F Sy = Sy und

SV =V,

= PGL (V,) ist isomorph zur Gruppe PGL(P,) der Projektivititen des P,
auf sich.



345] ORN ZEUGE, Eine geometrische Kennzeichnung der Mannigfaltigheiten, ecc. 537
& g g glattig

Beweis: Dass PGL (V,) eine zu PGL (P,) isomorphe Untergruppe besit-
zen muss, ergibt sich unmittelbar aus der Definition der V.:
Sei g € PGL(P,) = Ffgf " F*' e PGL(V,) und die Abbildung
g — Ffgf ' F ist ersichtlich ein Isomorphismus.
' Sei nun umgekehrt ¢ € PGL (V}) = /=1 F1 3 Ff € PGL(P,).

1.11 BEMERKUNG. — Da die Abbildung Ff: P, —V,, in der Definition 1.8
bijektiv ist, ldsst sich die V,, als ein Modell des P, deuten, wobei die Mengen
Ef (P1) = ViCV, die Rolle der Geraden spielen.

Fiir die Unter—Veronese-Mannigfaltigkeiten V; C V}, gelten also auch alle
Sétze der projektiven Geometrie, wenn sie im Modell geeignet formuliert werden.

1.12 DEFINITION. — Sez So €V, wund o <t <r. Dann heisst

v S
"T(I);(SO) = ™ So) N (V;)

« Schmiegraum #ter Stufe durch Sp an die V) ».
Sei V,CV.,. Dann heisst

v’ v
"TOWVH = 2 T (So)

7
SO C‘Vk

«Schmiegraum #-ter Stufe an die V,, lings V.
1.13 SATZ. — Jede V. C Sy hat die Eigenschaft:
| Vi O Sy ear So) | = 1
Jiir alle Y €Y, 1 und alle' S € S(”),. _
Beweis: Sei 0.B.d.A. Syqy.....000(S0) = P})®( ® P,i).
Sei f=(fi, --,f) dic Abbildung aus Definition 1.3

= Pho( & £ifT B ) Su (50 O V.

Sei umgekehrt P§ ® (é Fé) Seay, v So) N V5,
1=2
= Py=f./i'(P}), da die Abbildungen £, bijektiv sind.

§ 2. DIE ®;-TRANSFORMATION

2.0 'DEFINITION. — Seien V,, und V., zwei Veronese—Mannigfaltigketten,
L (Vo)) und L (Vo)) die Teilrawmverbinde ihrer Hiillraume.

Dann  heisst die Abbildung
ot . YLAVID — LV
P, - (P,®P,) O (Vi™h

®!-Transformation.
®;: = ®, &' heisst O -Transformation.
Ferner werde (D(,) = id gesetzt.

37. — RENDICONTTI 1972, Vol. LIII, fasc. 6.
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Der untere Index » wird hiufig weggelassen, wenn keine Verwechslung-
sgefahr besteht.

2.1 SATZ. — Es gilt:
a) O (P,NP)=DFPHN P (P})
b) (P 4Py O @ (P,) + @ (P)
oder allgemeiner:
MCV; = @ (M) D (M)
Beweis: a) Es genugt- offenbar, den Satz fir ® zu zeigen:
o' (P,NP) = (P, 0 PH®P,) 0 (V™)
= (P,®P,) 0 (Pi®P,) 0 (V,")
= ((®:®P,) N (Vi) 0 (@i@P,) N (Vi)
= O'(P,) N ®*(P).
b) O ((M)) = (@' ((M])) D (@ (M)).
2.2 SATZ. — Set Vo€V,
= O (Vo) = Vie V',
Beweis: Sei Vo= éPo mit Pp€eP,
1 Py 7+1 r+1
= (Vo) =((®PO)®P,,> (VYD ® P
Nun ist aber (é) Pp) ®P, C S,»+1. Lidge noch ein weiterer Punkt

(®P®@P; € (V') mit Py P}

r+1 71
= <Vn ) N SO,n,w-,n(®PO)

> 2 im Widerspruch zu Satz 1.13
I r+1
= OY(Vo) = O (®Pg) = @ Poe V, ™" .

KOROLLAR. — Die Punktabbildung

'V, >V,
ist bijektiv.

2.3 SATZ. — Sez Vo€V,
r+1-

S O (P TON) = TV (0 (Vo))
Siir o <t <.
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Beweis: Es ist
V,ZT(:) (Vo) = SWT“) Vo) O (V2)
S oy e P,
— (V) A (V) ® P,
= TV ®P,) A (V) OP,)
- (T (Ve P, A (VT
= T (Vo)®P,) 0 (Vi) ®P,) 0 (V;H)
— ( (") T(t)<V )®Pn> N < ”+1)
= (OO @ Vo) A (Vi)

7+

=0 @ vy

2.4 SATZ. — Sei g: (V,) (V) eine Projektivitit mit g (V) =V
= es gibt genau eine Projektivitit

2 (Vi) = (V')
mit O’g = g@° :

(Vr¢s> N N (vr:w)

> (V7 )

Diagramm 5.

Beweis: Sei Vo €V, mit Vo = F, £, (Po). Aus Satz 2.2 folgt:
o (VO} = F(r+:)f(r+:) <P0>> .
Sei nun & eine Projektivitat
g: (Vi) > (V3)
mit g (V,)=V,,.
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= es gibt genau eine Projektivitit
g: P,—P,
mit g F,, /o, = Fy /o) & (Satz 1.9)
= Es gibt genau eifle Projektivitit
g (Vi) = (Vi)
mit g (V,™) = V,*°, so dass gilt
2610 foro = ForoFoin §

= 2Fq0 forn =8P Fo fiy

= O Fyy fin §

= ' gFy,) fin

= 70°'= Qg
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