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Geometria. —- E ine geometrische Kennzeichnung der M annigfal
tigkeiten von Segre und  Veronese u?id eine damit zusammenhängende 
ausgezeichnete Transformation zwischen gewissen projektiven Räum en . 
N ota di Jörn Z eu g e , presen ta ta  (*} dal Socio B. S eg re .

RIASSUNTO. — Il presente lavoro concerne la ben nota varietà di Segre, prodotto di 
r  spazi proiettivi, e la veronesiana \ rn , modello proiettivo del sistema di tu tte le ipersuper- 
fici d ’ordine r  in Pn . Queste due varietà vengon qui definite sinteticamente col linguaggio 
moderno a mezzo di prodotti tensoriali di spazi vettoriali. U na notevole trasformazione dello 
spazio ambiente di in quello di V^+1 viene poi definita, stabilendone le prime proprietà 
fondam entali.

Die V eronese-M annigfaltigkeiten V„ stellen aus folgenden G ründen aus
gezeichnete algebraische M annigfaltigkeiten dar: i) Sie sind rational und 
lassen sich sogar ohne A usnahm en, d.h. bijektiv auf die Punkte eines 
^-dim ensionalen projektiven Raum es Fn beziehen. D am it sind sie M odelle

! 'g\ m■ I—  i auf, sind jedoch

darin  für r  >  i echte Teilm engen. Die « Geraden » in diesem M odell sind 
rationale N orm kurven V[. 2) Die U ntergruppe derjenigen P ro jek tiv itäten
des U m gebungsraum es (V*), welche N rn in sich transform ieren, ist isom orph 
zur G ruppe PGL(P^). Die projektiven S trukturen des Yn und (V*) und 
dam it auch diejenigen aller (V*) (r =  1, 2 , • • •) untereinander stehen also 
durchaus in enger Beziehung. Die in der folgenden A rbeit beschriebene sog. 
(^-Transform ation bildet die Teilräum e von (v ;) in die Teilräum e von 
( K +1) ab. Dabei ist die Beziehung zwischen den beiden V eronese-M annig
faltigkeiten punktw eise bijektiv; ebenso werden die Schm iegräum e der N rn 
au f die entsprechenden Schm iegräum e der V^+1 abgebildet. Es werden durch 
diese T ransform ation also die verschiedenen Veronese-M odelle des Vn aufei
nander bezogen. A uch die projektive Gruppe der V^ wird dabei isom orph 
m ittransform iert. Es gibt so die ^ -T ran sfo rm atio n  ein M ittel in die H and, 
spezielle ETntersuchungen nicht n u r im «G rundraum » Vn durchzuführen, 
sondern gleichzeitig in den verschiedenen Veronese-M odellen. D adurch lassen 
sich zahlreiche Sätze, insbesondere über algebraische M annigfaltigkeiten, 
besonders elegant formulieren. D arau f soll noch in späteren A rbeiten näher 
eingegangen werden.

(*) Nella seduta d e lib i novembre 1972.
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o. I Bezeichnungen

P ,

X P*,. :

,  C /,
A / / / \  

A  -> B : 
/

(M )

I M I

=  ^-dim ensionaler p appus’scher projektiver Raum ; 

— kartesisches P rodukt der Räum e Pjh , • • •, ;

=  kom m utatives D iagram m ;

=  projektive Hülle von M C Pn ;

=  Anzahl der Elem ente von M.

i . V eronese-M annigfaltigkeiten

1.0. DEFINITION. Um eine bequeme Bezeichnungsweise zu haben, werden 
die folgenden Hilfsabbildungen eingeführt'.

E s  bezeichne die Menge aller Abbildungen 

^ : (I , 2 , • • •, r) -> (o , n\ , -, • •, nr) m it

a) ni e N

b) K 0  =  i °{ nt
oder

E s ist : =  {4  c Y  m it | ^ 1( o ) | = r  — /} .
Streng genom m en m üsste ^ =  xF'n1,...,nr bezeichnet werden. Die Indizes 

werden jedoch im folgenden fortgelassen, da keine Verweschlungsgefahr 
besteht.

r
1.1 DEFINITION. Sei x  P f ein multiprojektiver Raum über dem

2=1
kommutativen Körper K.

Ein projektiver R aum  P über K heisst « Tensorprodukt » der R äum e 
Pn ? * • *, Pnr <==> Es gibt eine m ultiprojektive A bbildung

F ; X P n ■ P
2 — 1  *

m it çler Eigenschaft:

Zu jedem  projektiven R aum  Q über K und zu jeder m ultiprojektiven 
A bbildung

/  : X P i
1 l Q

gib t es genau eine lineare projektive Abbildung

/ v  P -> Q ,
so dass / = / *  F  gilt-
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W ir schreiben dann P =  ® PL
t=i *

1.2 A nmerkung. Dass ein solches projektives Tensorprodukt stets exi
stiert, lässt sich leicht aus der Existenz des Tensorprodukts linearer V ektor
räum e herleiten.

W enn V ein linearer V ektorraum  über K ist, so bezeichne

( V -> P
p : I ^  yj]ç*  die R estklassenabbildung,

r
die V den projektiven R aum  P zuordnet. Die Existenz von ® PL ergibt

i — 1
sich dann  unm ittelbar aus dem  D iagram m  2.

1.3 Satz. — Die Abbildung F  : x  PL -> ® PL ist injektiv.
Z== 1 Z = 1  *

Beweis:' Angenomm en, F  sei nicht injektiv  => Es gibt

(Po,---,  PS) 4 = (Pj , - - - ,  P5) 6 X Pi. 
,=1 ‘

m it F  ( P j , • • •, Po) =  F  (Po , • • •, Po) •
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Sei nun  Q„ m it n >  i ein projektiver R aum  über K => Es gibt eine 
m ultiprojektive A bbildung

/ :  X P U a*■=1

m it f  (Po ■>•••, Po) =H f  (Po , • • • » PS)-
D a aber für alle linearen projektiven Abbildungen

f *  : X K  Q- gilt
i = l

Vf*

im W iderspruch zur Definition von F.

1.4 SATZ. -  Seien ® P h. und  ® ' P i. zwei Tens or Produkte von Vn , • • •, Pw 
*=1 * *=i * ''

zugehörigen multi projektiv en Abbildungen F  bzw. F \  => E s gibt eine
Projektivität

f  : ® p;,. -> ® 'P Ì .
*=i »=i

m it f  F  =  F'.*
Beweis:

Nach Definition i . i g ib t es lineare projektive A bbildungen

/ *  : ® PÎ. -> ®'Pi.
1=1 *=1

und / '* :  ® 'P i.  -> ® PÎ.
1=1

m it F =  / '*  F ' und F ' =  / * F

=> F  =  f ' * f * F  =>/* — Z '*“ 1 leistet das Verlangte.
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1.5 D e fin it io n . -  Die Menge F ^ x  Pi . j  heisst « Segre-Mannigfaltig- 

keit » und w ird m it S„ ... „ bezeichnet.1> > r
Aus Satz 1.4 ergibt sich, dass alle Segre-Mannigfaltigkeiten SMl,

r . r
projektiv äquivalent sind. Sei So =  ® Po e ® PT und sei (JeT.  Dann

■i = l 2 = 1  *

wird X P^oj — Sq;(i),...,4,(r)(So) bezeichnet.

1.6 Satz. -  E s ist (S~ . . . „ ) == ® Pi. .' 1’ ’ r> . + i
2 =  1

r
Beweis: Angenomm en, es sei (S ^ ,...,^ ) =f= ® P T , also ein echter Teilraum .

i — 1

Das es nun m ehrere Fortsetzungen der A bbildung id: (S^,...,* ) ->(S„
r . '

au f ganz ® PT gibt, gäbe es dann  im W iderspruch zu Definition 1.1 m ehr
2 =  1 ‘

als eine A bbildung

/  : ® PT -> ® Pn. m it F f =  F .
2 = 1  * 2 = 1  2

r . r .
1.7 D efinition . — 5W So == ® Po £ ® PT und sei o K t  K r .  Dann

i - 1 2 = 1  *

heisst T (/)(So) : — 2  (So) « Schm iegraum  t - ter Stufe durch So

an die S ^ ,. . .^ » .

Falls notwendig, wird (S0) =  ’’̂ T W(So) bezeichnet. N atürlich gilt:

So -  T (0) (So) C • • • C T (/) (So) C T (m) (S0) C • • • C T (r) (S0) =  ® P Ì. .
1=1 *

1.8 DEFINITION. —Eine Teilmenge C S ^  heisst «Veronese—M annig
faltigkeit » <==> E s gibt r  Projektivitäten

f i  : P„ -> P« ' (i =  i , • • •, r)

m it V : = F / ( P „ ) ,

r .
wobei f  =  , • • • , / r) : P„ X P,!, gesetzt ist.

2=1

1.9 SATZ. — Seien Y rn und \ rn zwei Veronese—Mannigfaltigkeiten M it den 
definierenden Abbildungen f  bzw. f .

r . r .
=> 3 eine Projektivität ® Fln -> ® P^ wzZ g-(yrf) ~  V« .

2=1 2=1
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Beweis:

t x K -> x PÎ
D abei ist g * : ' *=1 *=1

I (P®, • • •, PS) -  ( f i  f i 1 (pJ) , • • - J r f r 1 (PS)).

D a Fg* m ultiprojektiv  ist => Es gibt genau eine lineare projektive 
A bbildung

g  : ® PÌ -> ® Pi m it
i = \ i = 1

F ^ = ^ F ;

ebenso gibt es genau eine lineare projektive A bbildung
r . r

g  : ® P i -> ® Pi m it
i=l . i=1

Fg*-' =  gF  

=» =  id => g  =  g - 1 =». B ehauptung .

Somit sind also alle V eronese-M anpigfaltigkeiten V i untereinander 
projek tiv  äquivalent.

1.10 S a tz . — Sei P G L (V i) die Gruppe der Projektivitäten
r , . r

f  : ® P« 0  P i wA
*=i *=r

/ ( S(V  =  S«

/ ( V S ) = V ( .

=> PGL (Vi) A/ isomorph zur Gruppe P G L (P J  Projektivitäten des Fn 
au f sich.
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Beweis: Dass PC L (V») eine zu PGL (Pn) isomorphe U ntergruppe besit
zen muss, ergibt sich unm ittelbar aus der Definition der V rn:

Sei g  e P G L (P Ä) => F f g f~ x F “4 e PGL(.V«) und die A bbildung 
g  -> Ff  gf~~x F “1 ist ersichtlich ein Isom orphism us.

Sei nun um gekehrt g  e PGL (V*) = » /_1 F-1 ^ F /g  P G L (P J .

i . 11 Bemerkung. -  D a die A bbildung Ff : P n -+ V rn in der Definition i .8 
bijektiv  ist, lässt sich die V rn als ein M odell des Pn deuten, wobei die M engen 
F /(P i)  =  V^CV» die Rolle der G eraden spielen.

Für die U nter-V eronese-M annigfaltigkeiten V rk C V rn gelten also auch alle 
Sätze der projektiven Geometrie, wenn sie im M odell geeignet form uliert werden.

i • 12 D efinition . — Sei So e V  ̂ und o M t  Mr.  Dann heisst

V*Tw,(So) : =  ^ " ^ ( S o )  D  ( V r„)

« Schm iegraum  t-ter  Stufe durch So an die V rn ».
Sei V i  C . Dann heisst

V”T (0 (V£) =  2  VV °(S o ).
so e v *

« Schm iegraum  t - ter Stufe an die V rn längs V \ ».

i . 13 Satz. -  fede V rn C hat die Eigenschaft'.

J vn n  s^ i) ,- '- )̂ (r)(So)I== i

f ü r  alle ^ e TV_i und alle So € S r •(n)

Beweis : S e io .B .d .A . S ^ i)j. . .^ (r)(So) =  Pj ®  ̂® Pln j .

Sei f  — ( / i  , • • • , f r) die A bbildung aus Definition 1.8

^  Po ®  ̂® f i  f l  (Po) j .. - , (̂r) (So) n  V n .

Sei um gekehrt Po ® (® 2P ô js (Ki)j. .. j4,w (So) n  v :

=> Pò = / ; / i ~ 1(Po), da die A bbildungen /,• bijektiv sind.

§ 2. D ie «^-Transformation

2.0 Definition . — Seien V rn u n d V rf x zwei Veronese—Mannigfaltigkeiten ) 
F  ( (Vn) ) und  L (( V rn+1 )) afe Teilraumverbände ihrer Hüllraume.

D ann heisst die A bbildung

0 i : j L ( ( v : ) ) - > L ( ( v ; +1))

ì P* ( P ,® P K) n  (v :+1;
® ̂ -Transform ation.

o r 1 heisst O J-Transform ation.
Ferner werde <D® =  id gesetzt.

37. — RENDICONTI 1972, Voi. LUI, fase. 6.
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D er untere Index r  w ird häufig weggelassen, wenn keine Verwechslung
sgefahr besteht.

2.1 Satz. -  E s g ilt:

a) ( T ( p , n p ; )  =  ® '( p , ) n ® '( p ; )

b> <T(p ,  +  p ;) D (Dj (p ,) +  o j (p ;)

oder allgemeiner'.

M C Vh => ((M)) D (®f(M)| .

Beweis : a) Es genügt* offenbar, den Satz für O1 zu zeigen:

(D1 (P , n  p ;) =  ((P* n  p;) ® p„) n  ( v '+1)

=  (p s ® p , ) n ( p ; ® p j n ( v ; +1)

=  ((P ,® P „) n  (v :+1)) n  ((p ;® p„) n  ( v ;+1))

=  O ^p*) n  o f i p ; ) .

b) ®'((M)) =  (®'(('M))> D (®'(M)).

2.2 Satz. -  Sei V o e V l

=» ‘DfiVo) =  V i e V L 1.
r

Beweis : Sei Vo =  ® Po m it Po e PÄ

=> O1 (Vo) =  ((<£> P0) ® P„) n  (v*+1) 3  r® P 0 .

r
N un ist aber (® Po) ® P„ C S(w)h-i . Läge noch ein w eiterer Punkt 

(®Po)®PÓ 6 (v :+1) m it Po 4 = PÓ

- r +1(v: ) fi S o , ( ® Po) > 2  im W iderspruch zu Satz 1.13

1 1 r r+i ,,
=> ®X(V0) =  <I>1(®Po) =  ® Po e V :+1 .

Korollar. -  Die Punktabbildung

t 1 : V ^ V : +1
ist bijektiv.

2.3 Satz. -  Sei V0 e V rn

=> «D1 ( M Tw (Vo)) =  "Tw (®1(Vd))
f ü r  o <  t  <  r.
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Beweis: Es ist

V”TW (V0) =  S(B)rTw (V0) n  (V*)

=> V"T<0(Vo)® P,

=  ( S(»fx (o (y 0) n  (V^J) 0  

=  (V x w(Vo)(g)pK) n  ((v:>0Pfi)

=> ( V,T (<) (v 0) 0  p„) n  (v(+*}

=  t (/> (Vo) 0  p„) n  ({v:\ 0  P„) n  (v:+1)

= . ( V TW(v0)® p „ )n  (v:+i).

=  (S« +1t w (O^Vo))) n  (v;+1)
v r + 1

=  * Tw (O1 (V0)) .

2.4 S a tz . — Sez g  : (V*) —>(V») eine Projektivität m it g  (V») =  V( 

=> ^  gibt genau eine Projektivität

g ,  ( v ; +o  <v:+*>

( V " !> ---------------5 1 1 ---------------->  ( v " s)

Beweis: Sei Vo e V« m it Vo =  F(r)/(r) (Po). Aus Satz 2.2 folgt: 

OYVo) =  F(r+s)f (r+g P 0) .

Sei n u n  g  eine P ro jek tiv itä t

g  ■ (v ;)  -> (v£)

m it g ( Y ^  =  Y l .
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=> es gibt genau eine P rojek tiv itä t

g : Vn -> P„

mit g  F(r)f(r) =  F(r)f(r) g (Satz I .9)

=> Es g ib t genau eine P rojek tiv itä t

(Yn+S) -> ( V ^ )

m it g  ÇVn+s) =  V^+J, so dass gilt

jf(r+s) -̂ V+j) f  [r+s) g

gF(r+s) f(r+s) ~  g®  F(r)f{r)

=  ®X̂ F(r)/(r)

=>

L iteratur

W. B u rau , Mehrdimensionale Projektive und Höhere Geometrie. Berlin 1961.


