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Analisi matematica. — Swr /'éguation des ondes avec un terme non
linéaire, monotone dans la fonction inconnue. Nota 11 © di Marco
Biror1 ¢, presentata dal Socio L. AMERIO.

RIASSUNTO. — Si dimostra il Teorema 2 enunciato nella Nota I.

§ 3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

Démontrons, d’abord, le Théoréme 2 dans le cas ot £ (£) € £ (R ; ¥ (Q))
avec %{(t) € % (R; €2 (Q)) et B est une fonction lipschitzienne. Coﬁsidérons
le probléme de Cauchy ,

3.1 WD FAu@t ') + P @) =f) pp. sur R, dans $3(Q)
u (0) = uy u'(0) = u

u(@)eE p.p. sur R,
olt #; € Hi(Q), uo€ HA(Q)NHL(Q) et U= (x9,%;). Posons M= Sup I @ llge

et démontrons que (3,I) a une solution % (#), telle que
G2 (31w @I+ 7,2 dr) <Max(c, LIUR + [ o () ds]
) o

ol ¢ est une constante qui depende uniquement de M.
De [1] on a que (3,1) a, au moins, une solution « (¢) € C (R, ; E).
‘Multiplions I'équation dans (3,1) pour #'(f) et integrons; on a pour
5 <1y

33 @B+ [, ) de— (—;u w (@) I+ / Jw(n, ) dx) <
Q Q@

< [T/ @), w B a— ol ) ] .
b
Démontrons d’abord (3,2) pour #€ [0, 1]. .
Supposons dans (3,3) #,% € [0, 1]; si, dans [#,%], «f ' () ”?;2 >

(f(zf),u’(t))gz alors la fonction % |2 (2) ”; +fj (2 (¢, x)) dx est non croissante
Q

(*) Pervenuta all’Accademia il 2 ottobre 1972.
(*¥*) Istituto di- Matematica del Politecnico di Milano.



[317] MARCO BIROLI, Sur [’équation des ondes avec un terme non linéaire, ecc. 509

dans [#1,#2]; si, au contraire, dans [#1, %], «l|2/(?) ”;2 <@, %'(t)>£2, alors
la fonction —;— |2 (£) ”215 -+ / 7 (e (z,x)) dx est croissante.

’ @

Il suffira alors de démontrer que dans ce deuxiéme cas on a

Tl P+ [, ) dr <o
Q

olu ¢ est une constante qui depende uniquement de M.
Observons que dans ce cas on a

(3,4 o @) llge <+ 1/ @) lle < o

p-p. sur [#,7%].
Multiplions maintenant ’équation dans (3,1) pour # (¢); on a

(3,5) f (Ul @) Iy + Bu (0, (B)) dt < | (' (1), (1)) ge | +

) )|+ 1O Rede + [0, 1) de+

£y

+ [, u @) de MU s + ) o) +

2

M2 (g — 1) —i—%J\IIu@ e+ a1

t

Etant ||z () ng < |l % (2) “532 +M (¢#—#) pour £>¢1, de (3,5) on a
(3.6) f <f lu@IEs + / (B () ,u@)QZ) dt < o3 + eyl () Il
4 Q
dont

2

/

(37) /(g eI+ | 7 (e 2, ) dx) dt < &+ ca | (t) o
Q

"

h
Il y a alors un point #*€[#1, 2] tel que
68 le@h+ [j@E D) drsatalu@lg.

Q
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De (3,3) on a alors

~

Flew i+ 7@, ) d <o+ allu@lp+

Q

+ [, Ot < tellume <

~ 12
<+ 55(%‘“ u (f1) [|2E+/f(”(’1’x)> dx) =

Q

r 1/2
<e+ cs(g o () I+ [ J G (22, ) dx)
o

dont la these.
Pour démontrer (3,2) il suffit alors démontrer que

Sl DI+ [+ 1,0 de <

Q
< Max(c, %II%(f) ”?g;_l_ J(u(t, x)) dx)
G

p-p. sur R, ol ¢ est une constante qui depende uniquement de M.
Fixons # si

41 t+1
o [0 ) o = [(7 ) (e
de (3,3) on a

Fllue+n nz+ff<u<t +1,m)dr< %llu(t)l@nt/'j(u(ﬁ,x)) dx
o Q

dont la thése.
Il suffit alors démontrer la thése dans le cas

t+1 _l+1
(3.9) o[l octn = [ 7 ), (e
De (3,9) on a
t41 t+1

[ s =2 17 fecn < 2

Il y a alors deux points # €[z, ¢ + 1/4], ¢ €[t 4 3/4,2 + 1], tels que
4 M

(3,10) I @le <= JwE)le<2X
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On a aussi pour £€[z,¢ + 1]
(3,11) 2@ llgz <l 2@l e +M.

Multiplions maintenant 1'équation dans (3,1) pour #(¢); on a

7

[y + @, v @) dn <

<|@@), w(@)g| + @ @), u(@))ge| +

[l adn o [0 G oo dn + [ () mygs dn <

#

SVl ) g+l () ) M2 [ o)y i+

dont, pour (3,11),

1

J(F ey, +f/ (e ) de | dy < 5 + cal|u (0.

£

Il y a alors un point %€ [¢, ¢+ 1], tel que

61 @R+ [feE D sa+alu)le.

Q

De (3,3) on a alors
Sl DI+ [t 1,2 dr <
!

¢

<ertall @l +[(F0), W ) dn <+ alul) e <

1*

g T . N . x1/2_.
<t e5] <z>uE+fo<u<z D) <

<ot aoHlu@ 4 DR+ [+ 1) ar)
0

dont la thése.
Par régularisation il est facil de voir que la thése reste valable aussi pour

o € Hy (Q), j (g (1) € Q) , 21 (x) € 2X(Q).
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Considérons maintenant la transformation S : (2o, 1) — (2 (T) , ' (T))
et posons '

K = % (g , 27) ‘uOEH(l, (Q), u; €2 (Q)
5 Uloaollgp + Nl I + f J Geg@) dr < .
Q

On a que K est un ensemble convexe fermé et borné de E ét que S
transforme K dans K.

Pour démontrer, dans notre cas, 'existence d’une solution périodique

de période T de (1,4), il suffit démontrer I'existence d’au moins un point fixe
pour S.

Soit (#9, ,#1,) une suite dans K, telle que

Bm™ (2g, , w1,) = (20 , 1) dans E.

7 —> -+ 00

Pour démontrer que S a au moins un point fixe, il suffit de démontrer
qu'il y a une sous-suite de (uy,,%.), que nous indiquons encore par
(%0 , 11,), telle que

Bm*S (g, 1) = S (uo , 11)
7 —> 00

dans E [3].
Considérons les problemes de Cauchy

(3:13) (&) +Au(t) +oad (&) +Bu() =f () p.p. sur [o ,T]1 dans HY(Q)
%(O>=%0,, u’(o)=u1,,

u(t) e E p-p- sur [o,T].

Pour la partie précédent de la démonstration, (3,13) a une solution
, (£), pour la quelle ‘

(3.14) Tl + [ u e 2y de< e
Q

De (3,13) on a alors
(3,15) | ot @D llge < e
(3,16) | 1Bt ()l < 10

De (3,14) et (3,15) on a que {#,(#)} est une suite des fonctions equi-
continues dans E; on peut donc supposer, sans perdre de generalité,

(3,17) Lm* 2, (£) = u (£)

7 —> 400
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q

uniformément dans E sur [o, T],

(3,18) lim* u, (f) = 2" ({)  dans (o, T;<*(Q)
7n—> 400 .

(3,19) lim* Bu,(f) =% (?)  dans %*(o,T;<%(Q)).
7 —> 400

De (3,17) (3,19), étant B croissante, on a
(3,20) x (@) =pu@).

De (3,17), (3,18) et (3,20) on a la thése.
Passons, maintenant, & démontrer la thése dans le cas general.

Indiquons par B, la régularisée Yoshida de B et par {f, (¥)} une suite,
telle que

£ @ €™ (0, T; (W)
f ()€™ (0, T; ()

lim f,(0)=f(@ dans 2(o0,T; Q).
7 —> 400

Considérons le probléme

(3,21) w'(£) + Au(t) + o'(t) + B, u () = f, @) p.p. dans H1(Q)
u()eR
u (¢) périodique de période T

ou f, (¥) est prolongée par périodicité a R.

Pour la partie précédente de la démonstration, le probléme (3,21) a
une solution z, ().

En multipliant (3,20) pour ; (#) et en integrant sur [0, T] on a

T

(3.22) [(A®, 6O)g—xlw@) k] d = o

0

dont
T T
1@t <+ (1401,
0 0

On peut donc supposer que la suite {3 (#)} soit bornée dans <%0, T ; %(Q)).



514 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LIII — dicembre 1972 [322]

En multipliant (3,21) par #,(¢) et en integrant sur [0, T]

T

[ @ s+ B0, n) ) at <
0

T T
< [(A®, O dt— [l @) lEade <
] g

<o+ 5 [l d
0
dont
(3:23) J B 1O + @0 0, 1. 0)g) de < .
; |

On peut alors supposer qu’il y ait I € [o,T] tel que
(3,24) Sl (D1 + @i (D), 0(D)ge < 15

et on peut supposer, sans perdre de generalité, I = o.
De (3,24) on a

(329) L@+ [ 0 (0, 2) dx < 5.

Q

En multipliant (3,21) pour #(#), on a alors, pour € [0, T],
¢
Lllu@I + f Ju( (¢, %) dx < eg5 + f (A®, 16D dr,
¢ 0

dont '{u, ()} est bornée dans E sur [0, T] et j (# (¢, %)) est bornée dans
L (Q) sur [o, T]. On peut alors affirmer, sans perdre de generalité, que

lim 2, () = u (%) dans €%(o0, T ;<% (Q)
A—>0
(3,26) l]irr(;** (&) =u(t) dans £°(0,T;E).

De (3,23) on a

T .
[0, 0 @)par <,
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dont pour le Lemme 1 §1, on peut supposer, sans perdre de generalité,

(3,27) }i‘)rrg_* Br(n(t,2) =c(t,x) dans €' (o, T; < (Q)
(3,28) (2, x) €B(n(t,x) p.p. dans [o,T]xQ.

De (3,26) et (3,27) on peut supposer, sans perdre de generalité,

(3,29) lim* ) () = u' (¢)
A—=>0

dans €' (o, T; H1(Q) + ¢! (Q)).
De (3,26) et (3,29) on peut supposer, sans perdre de generalité,.

(3,30 lim® a6, (2) = % ()

uniformement sur [0, T] dans E.

De (3,27), (3,28), (3,29) et (3,30) on déduit que #(#) est solution du -
probléme

w'(#) + Au(l) + o' () + o () =f(F)  pp. dans & (Q)+H1(Q)
uw(@#)eE  p.p., u(¢) périodique de période T
6 ()€ (R; M(Q) , o(t,2)€B(u(t,x) pp. dans RXQ.

La thése est ainsi démontrée.
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