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Analisi m atem atica. —  Sur Véquation des ondes avec un terme non 
linéaire, monotone dans la fonction inconnue. Nota II (#) di M a r c o  

B i r o l i  (* (**)#), presentata dal.Socio L. A m e r i o .

RIASSUNTO. — Si dimostra il Teorema 2 enunciato nella Nota I.

§ 3. D é m o n s t r a t i o n  d u  T h é o r è m e  2.

D ém ontrons, d ’abord, le Théorèm e 2 dans le cas où f  (t) e £°° (R  ; £2 (ß )) 

avec O 6 (R  ; £2 (ü )) et ß est une fonction lipschitzienne. Considérons 
le problèm e de Cauchy

(3.1) u"(t)  +  A u( f) - \r  0Lu'(t) +  ß (u(t))  — f ( f )  p.p. sur R + dans £2(ß )

u  (o) =  u 0 m'(o) =  Ui 

u (t) e E p.p. sur R +

où 6 H j(ß )  , u 0e H 2(D )n H j(Ü )  et U  =  (u0 , u ±). Posons M =  Sup | | f  (f) || 2
R X

et dém ontrons que (3,1) a une solution u( t ) ,  telle que

(3,2) 7  II «  (0  11e +  J Ù  (« (O *)) f  <  M ax (c , ±  || U  [£ +  j j  (u0 '(*)). dx

où c est une constante qui depende uniquem ent de M.
De [1] on a que (3,1) a, au moins, une solution u ( t ) e  C (R + ; E). 
M ultiplions l’équation dans (3,1). pour u'(t)  et intégrons; on a pour 

t\ <  t%

(3.3) -7  II U (t2) Il l  +  J  j ( u  ( t2 , x ))  d x  —  \ - ^ \ \ u ( t i ) t f E + J  j  (u  (ih  , T)) d x j  <
Q Q

h

<  /  [ ( /  (f) , « ' ( f ) ) f  — « Il « ' (*) Il J.] d t .
il

D ém ontrons d ’abord (3,2) pour t e [ 0 ,1 ] .
Supposons dans (3,3) h  , t2 e [o , 1]; si, dans [h , /2] , a || u ’ (f) ||22 >  

( / (f) , alors la fonction ~  I K O l ê + / > ( » ( / , . ) ) d *  es, non croissante
Q

(*) Pervenuta all’Accademia il 2 ottobre 1972.
(**) Is tituto di Matematica del Politecnico di Milano.
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dans [/1, ^2]; si, au contraire, dans [h , t2] , oc \\u’(f) ||^2 <  ( J  (f) , alors

la fonction ~  || u (t) | | |  +  j  j  (u ( t , x)) dx  est croissante.
Q

Il suffira alors de dém ontrer que dans ce deuxième cas on a 

~  Il u  (tì) II2 +  j  j  (u <f2 , x)) dx <  c
Q

où c est une constante qui depende uniquem ent de M.
Observons que dans ce cas on a

(3,4) Il ^'(0II£3 < -  11/(0 II£2< —

p.p. sur [£l ,/2]..
M ultiplions m ain tenant l’équation d a n s '(3,1) pour u (t); on a

(3,5) J  (Il ^  C) IIhJ +  (ßu ( f  » u ( f ) ) / )  d t  <  I , u ( t 2))fi21 +

h 't*

+  | (u f (h) y u(ti))g2 I +  j  II u* (f) ||̂ 2 d t  -f- oc j  (u f (t) , u ( f j ) ^  d t  +
t\ t\

h
+  1  ( / (f) > u (f))f d/ <  M (Il u (t£) 11̂ 2 +  Il u (/1) ||̂ 2) +

11
t2

+  M 2 (t2 —  h)  +  — j  \\u if) II21 d t  +  cx .
ti

É tan t II m  {£) I l <  Il u  (/1) |L2 +  M {t —  h)  pour t > t i ,  de (3,5) on a

(3,6) Il u (f) II2 1 +  f  ($uf)  , u (t))£2j  dt <  C2 +  3̂ II U ff)  llj.

dont

(3,7) Il u (f) ll| +  j  j  (,u ( t , x)) d*j dt <  c2 +  C3 II u ff)  ||£2..

Il y a jalors un point tel que

(3,8) — Il U ( f )  | | |  +  (u { f , x)) d x < c 2 +  C3 II uitx) ||fi2 .
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De (3,3) on a alors

. — N  (*2) III +  ! j ( u  (t2 , x)) dx  < c 2 +  ca II u (tj) ||£ì +

t

+  f ( f ( 0 >u ' 00)£2 àt  <  c4 +  c% Il u (ti) ||fi2 <

- j  II u  ih)  | | |  +  ! j  (u { t i , x)) d x \  <
Q

r \i/2
(*2) ||E +  I j  (u (/2 , x)) dx\—  Il U  I

dont la thèse.
Pour dém ontrer (3,2) il suffit alors dém ontrer que

— Il- u { t - f i )  | | |  +  I  j ( u ( t  +  i , x ) ) d x  <
Q

<  M a x i^c , — Il u  (t) | | |  + j j ( u  (t-, x)) d * j
Q

p.p. sur R +, où c est une constante qui depende uniquem ent de M. 
Fixons t; si

t+ 1 *+1
« J H '«'(?)) 11̂  dvj < J  (/(y)) , «'(ï)))sad7)

t * '

de (3.3) on a

— Il u (t +  1) | | |  +  j j ( u  (t +  i , x)) d x  <  — y u  (t) | | |  +  !  j  (u (;t x ) )  dx
n h

dont la thèse.
Il suffit alors dém ontrer la thèse dans le cas 

t+i t+ 1

(3,9)
/ t

De (3.9) on a
t r i  t+1

/+1 t+ 1

a  j  II u ' Ol) 11̂ 2 dv) < j( / ( Y j) ,  u' (7]))£a dvj .

/ l K ( ? l )  11dv j  < : dï) <

Il y a alors deux points t ’e [ t , t +  1/4], t " ç [ t  +  3/4 , / +  1], tels que

(3,io) Il « '( O  I U <
4 M
fa Il « '(Ò lio *  <

4 M
fa
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On a aussi pour +  1]

(3, i i )  I I ' < ' I I « ( 0 II£2+ M  .

M ultiplions m ain tenant l’équation dans (3,1) pour u(f)\  on a

I  (Il u<s ù  IIhj +  (ß^C7) ) . u  dri <
t'

<  1 ( u x n , u  ( 0 ) Â. 1 + 1  (w e n , « r ) v  1 +

/"  t"  r

+  J  II W (y)) ||22 d -/ ]  +  a. J  (u'  (■/)) , « ( y j ))£2 d y j  +
t’ f  t’

t"

< M  ( I l  u  ( O  | | fiS +  Il «  ( O  | | £ a j  +  M 2 + ± j  K * ( , )  H* j  d v ] ,  +  c 6

j  ( / ( * ) )  » ^ X ^ d v )  <

dont, pour (3,11),

J ( Ÿ  II U C7))  IIhJ +  j j ( “  (71 ’ * ) )  d * )  d 7 i <  ^7 +  ^8 I I «  0 9  ll£ a •

Il y a alors un point t* € [£, £-}- 1], tel que

(3,12) — Il « ( O  | | | + J y ( « ( C , a r ) ) d ^  <  Cr, +  c8 il u  09 llfi2 •
fì

De (3>3.) on a alors

y  il « ( i f  +  o u i  +  j ' y  + 1 , * ) ) d ^  <
Q

t

<  7̂ +  8̂ IN 00 11̂2 + j ( / (ï)) , u ’ (7])) dï) <  £9 +  II ^(V) II532 <
t*

^  O  +  D o  Il «  (0  ll| +  J  j  N  ( t , *)) d* j <
Q

N  D +  D.0 IN  (  ̂ +  0  ll| +  (u (t +  1 j N ) d^ j
Q

dont la thèse.
P ar régularisation il est facil de voir, que la thèse reste valable aussi pour 

u0 e H j  ( O ) , j  (u0{x)) e  C X( Q )  ,  ux (x) e  £ 2( ü ) .
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Considérons m ain tenant la transform ation S : (u0 , u ±) -> (u (T) , u'  (T)) 
et posons

K =  I (u o , »1) «o e H j (Q) , UX e £2 (ü )  

- j ( \ \ u o IIhJ +  Ilu \ ll̂ a) +  (u o(x )) à x  <  c j .

On a que K est un ensemble convexe fermé et borné de E  ét que S 
transform e K dans K.

Pour dém ontrer, dans notre cas, l’existence d ’une solution périodique 
de période T  de (1,4), il suffit dém ontrer l ’existence d ’au moins un point fixe 
pour S.

Soit («o » , «1 «) une suite dans K, telle que

lim* (uq„ , u x„) =  (uq , ui) dans E.
» -> + 00

Pour dém ontrer que S a au moins un point fixe, il suffit de dém ontrer 
q u ’il y a une sous-suite de (u0 n , u lu), que nous indiquons encore par 
(uon , %«), telle que

lim* S (u0 n , % n) =  S (uq , u{)
n —> 00

dans E  [3].
Considérons les problèm es de Cauchy

(3U 3) u"(f)  + A u(t)  + a u'(f) +  ßu(t) = f ( t )  p.p. sur [o ,T] dans H -1(ß )

u  (o) =  u0„ u ’ (o) =  u l n 

u ( t )  e E p.p. sur [o , T].

Pour la partie précédent de la dém onstration, (3,13) a une solution 
un (t), pour la quelle

(3-14) -  Il* , (i) ||2e +  j ' y  (u„{t , X)) d x < c .
Q

De (3>13) 0X1 a alors

(3>15) Il «» CO Ilfi« <:

(3>i6) Il ß K  (t) ||£2 <  r12

P e  (3,14) et (3,15) on a que { u n(t)} est une suite des fonctions equi- 
continues dans E; on peut donc supposer, sans perdre de généralité,

(3e1 7) lim* un (t) =  u (t)
« —>+00
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uniform ém ent dans E  sur [ o , T],

(3,18) lim* Un (t) =  u "  (t) dans £2 (o , T  ; £2 (O))
-f OO

(3. r9) lim* ßun(t) =  1 {t) dans £2 (o , T  ; 22 (Q)).
n -> + 00

De (3,17) (3,19), étan t ß croissante, on a

(3.20) x (f) =  ßu (t) .

De (3.17). (3,18) et (3,20) on a la thèse.
Passons, m aintenant, à dém ontrer la thèse dans le cas general. 
Indiquons par ßx la régularisée Yoshida de ß et p a r { / x (7)} une suite, 

telle que

/ ; ( / ) € £ “ (o , T ; ? 2 (ü ))

/ , ( 0 e £ ° > , T ; i 2 (Q))

lim / x ( * ) = /( * )  dans £2 (o , T  ; £2(Ü)) .
«->+00

Considérons le problèm e

(3.21) u"{i) +  Au(t) +  au'(t) + ß xM (t) =  f.k (f) p.p. dans H “1 (O)

U (t) 6 E

u (t) périodique de période T

où / À (t) est prolongée p ar périodicité à R.
Pour la partie précédente de la dém onstration, le problèm e (3,21) a 

une solution (t).
En m ultip liant (3,20) pour u x (f) et en in tegrant sur [o , T] on a

T

(3)22) j { ( A ( t )  , «à(7))s2 — ,a ||«x(0llj2] dt =  o
Ó

dont

T T

/ i l  A  00 \fÿ 1I-AC0 I I d t .
0 0

On peut donc supposer que la suite soit bornée dans £2(o ,T  ; £2(Q)).
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En m ultip liant (3,21) p a r ux(f) et en in tegrant sur [o , T]

T

(\Wx(t) lfHj +  (ßx«x00 , «x(#))£2) dt  <

r t

<  [ (A ( t )  , UX (t))£a d t ~ ~ j  II u'x (t) |||a d^ <
0 0

T

<  1̂3 +  Y  I  II ^a 00 IIhJ ^
b

dont

T

(3>23) I ( ~  Il ^A (0 \ t l  +  (ßx «X (0  > (0)02) ^  <  c14 .

On peut alors supposer q u ’il y ait t 6 [o , T] tel que

(3>24) y  H"a( 0  IIe +  (ßx^x(0  > <  c15

et on peut supposer, sans perdre de généralité, t '=  o.
De (3,24) on a

(3>2S) y  II u x (o) | | |  +  I  j \  (u\  (o , x)) d x  <  c15 .
Q

En m ultip liant (3,21) pour ux(f)> on a alors, pour [o , T],

t

y  II u  (t) | | |  +  J  j \  (ux ( t , x)) d x  < c 15+  J ( / x (t) , ux (t))t  2 d t ,

dont est bornée dans E sur [o , T] et j \ ( u \ ( t , x)) est bornée dans
2 1 (Q) sur [ o , T ]. On peut alors affirmer, sans perdre de généralité, que

(3 ,2 b)

De (3,23) on a

lim Ux (t) =  ^  (/) dans £ (o , T  ; £ (Q))
A—>0

lim** Ux (t) =  ^  (V) dans £°° (o , T  ; E) .
À->0

1

J  (ßx «x (0  , «x (0 )£2 d^ <  ^5 ,
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dont pour le Lem m e 1 §1, on peut supposer, sans perdre de généralité,

(3.27) lim* ßx (ux ( t , x)) =  a ( t , x) dans C1 (o , T ; 21 (Q))
a ->o

(3.28) g ( t  , x)  6 ß ( u  ( t , x)) p.p. dans [ o , T ] x û .

De (3,26) et (3,27) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(3.29) lim* u\  (t) =  u ” (t)
x-->o

dans ß1 (o , T  ; H “1 (Q) +  21 (O)).
De (3,26) et (3,29) on peut supposer, sans perdre de généralité,-

(3.30) lim *u-k (f) =  u ( t )
Â->0

uniform ém ent sur [ o , T] dans E.
De (3,27), (3,28), (3,29) et (3,30) on déduit que u ( t )  est solution du 

problèm e

u n (f) +  A u (t) +  a u 1 (f) -j~ cr (/) == f ( t )  p.p. dans £x (ß )  +  H " 1 (£i) 

u  (t) € E p-p-, u  (f) périodique de période T  

g (f) e £joc (R  ; 2 1 (Q)) , g  ( t , x) e ß (u ( t , x)) p.p. dans R x ü .

L a thèse est ainsi dém ontrée.
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