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Magnetoidrodinamica. — Sulla funzione potenziale di un’equa-
zione della magnetoidrodinamica ®. Nota di Maria TerEsa Vacca,
presentata “” dal Socio C. AGOSTINELLI.

SUMMARY. — In this paper we consider a differential equation that appeared in a
previous work on the hydrodynamic and magnetic potentials. -We obtain of the above
equation a solution having an analogy with a Newtonian volume potential.

In una Nota precedente @), considerando il moto lento di un fluido
incompressibile, elettricamente conduttore e viscoso, sotto 1’azione di un campo
magnetico uniforme Ho e di forze di massa F, riferite all’'unith di massa, sono
stata condotta alla considerazione dell’equazione

(1) (%—vAg)(%__nAz)w:_z%%fF(lrl,t) ds
S

dove v ¢ il coefficiente di viscositd cinematica, 7 il coefficiente di diffusivith
magnetica, w un vettore incognito, S il volume descritto dal punto M, in cui
si suppone che agiscano le forze di massa F ed » & la distanza di un punto P
dal punto M variabile in S.

Per trovare una soluzione della (1), espressa mediante un integrale di
volume, che abbia il carattere di funzione potenziale, indicheremo sempli-
cemente con @ (P, #) il secondo membro di essa, supposto noto, scrivendo

(1) (a_i—vAz)(a_i—nA2>w=q>(P,z),

dove w e ® possono essere funzioni scalari o vettori.
Consideriamo per questo le due equazioni

(2) (= — VAZ) Mgy =0

(3) (a—i —78s) Ay 9p = 0.

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per
la Fisica Matematica e per le Applicazioni della Matematica alla Fisica e all’Ingegneria,
sez. n. 2 (1972).

(*¥¥*) Nella seduta dell’t1 novembre 1972.

(1) M. T. VACCA, Alcune funzioni potenziali in magnetoidrodinamica, « Rendiconti
dell’Accademia Naz. dei Lincei», 52 (3) (1972).
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La (2) ammette un integrale della forma
, r +oo
@ ‘P1=71;:%/‘dr/drffl(M,r—l—zuvg)e—“’du
b 0 e
essendo f, una funzione per ora arbitraria degli argomenti indicati fra parentesi.
Analogamente la (3) porge lintegrale

7

r ~+ o0
(5) cpz=7;?irfdrfdr[fz(1vx,r+zuvn7)e—~'du
0 0 —00

con f, funzione anch’essa per ora arbitraria.
Ponendo per semplicita

9 2
(6) V\.:a—t—‘VAZ s Vﬂ = -ét——"nAz
si ha dalla (4)
4 14 + o0
! 3 B ’
@) V\,‘P1=—V—:_C:%/d7/d7’ 3t—f1(M,r+2qut)e—“ do —
0 i) oo

+ o0
———V\'T%ffl(M,r—l—zul/\E)e—“’du.

Ora con una integrazione per parti risulta
‘ eg per p
+o00 o
] —— v 2 —
5/ M,7+2u Yvt) e= du = ‘/7 & /1M, 7 +2u Vvt) e du =

Y —00
+o0

o2 — 2
=v |55/ (M,7 +2u)vt) e du
e quindi
+o0

) | — 2
’%fdrfdr g—tfl(M,r—l—quvz‘)e“” du =
0 0 —00

” +

02 — 2
=%fdrfdra—ﬂffl(M,r—[—quVz‘)e—“ du =
0 0 —00
+ o0

vg%/.fl(M,r—l-quW)e—“'du—

—00

I

+00 +o0
—%/fl(M,Z”V\'—")g“uzd%—/ﬂ(M,ZuV\g)e—“’du )

dove Papice in fi indica derivazione rispetto all’argomento & = 2 u |/v¢.
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Sostituendo nella (7) e semplificando si ha

I

+ o0 +o0
® Voo=— L[ A0z for) e du+ [ A M2 0ot = duf.
Analogamente dalla (5) si ha
+ 00 +00

(9 Vy9a= —Vi;géj‘fz(M,zu}/n‘z‘)e»u”du +Jﬁfé(M,2uV;)7) e—“’du§-

Applichiamo ora a sinistra di ambo i membri della (8) I'operatore V, ed a
sinistra di ambo i membri della (9) l'operatore V,. Si ottiene cosi

+oo

V”V"%zVvvn%:‘“—v:“a—gijfl(M,Zul/ﬁit)e‘“zdu—l—
Ve o |7
+ o0
| RO 2w e
:i—oo
8 "y 2
Vvv‘ncpz=—-vn?—9;§—:7"fz(M,qu’r]t>e—u d%—l—

+ o0
+ff2, (M,2u \/n_t)e“"’dug-
Se ora vogliamo che sia
9 V(@ i
Vo Vi (91 + @) = (g - VAz) (g _“VIA2> (P + ) =0

dobbiamo determinare le funzioni f; ed f, in modo che sia identicamente

+00

(19 [ AL 2u o) 0y M, 2wt} e du =0
_+°°
(11) a—if{vfl’(M,zu\}/VZ)—|~7;fé(M,2uV:q7)}e'”“du=o.

Per questo basta che sia

+ 00 -+00
(10" vffl(M,zu}/Q)e—“'d% —l—v;ffz(M,zu}/*f)_t)e-"’duzo

+ 00 +oo
(11) vjfl' (M, 2 uyvt) e~ du + 7 SoM, 2% Ynt) e du=o0.

o5}
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Per trasformare la (11") osserviamo che con una integrazione per partisi ha

+o0 +00
ffi(M,quE)e—u'dur_ 2}}V7 f—;’;fl(M,zuﬁ)m’du_:
+o00
=7‘_t—ff1(M,zuvv7)e—uzudu,
ve I

analogamente

+ o0 +o00
ffé(M,quth)e*"’du:V;_t ffz(M,zu}/;);)e“”'udu

e pertanto la (11’) diventa
+oo +o0o
(12) }/\Tffl(M y2 2 Yvt) e w du + Vv_]ffz(M y2% Yt) e wdu = o.

Osserviamo che, se f; ed £, sono due funzioni pari dei rispettivi argo-
menti 2% |vt e 2 u |0z, cambiando # in — x si ha identicamente

[eS]

+ - 00
Jfl(M,zuVJZ)@‘“’%du:ffl(M,2%}/\;)e’“'udu=0,
—00 “+ 00

cosl pure
-+00

sz(M,Zu}/th)e—“”udu=o.

In tal caso la (12), e quindi la (11'), svanisce identicamente e rimane sol-
tanto 'equazione (10') che definisce ad esempio la funzione f, per mezzo della f;.
Cio premesso poniamo

(13) w(P,t>=f<so1+<p2>dS=

I

. 7 » 400
=ﬁsjE’:S_Jd%(fdr_fm{ﬂ(M’r+2uvg>+f2(M’r+2uV7]_t>}e—d=du

e facciamo vedere che nei punti interni al volume S la funzione w verifica
I’equazione

(14) (3 — Ay (3 — ) 0 =
;{-oo

== 4¥m [ (AR, 20 %) +£ B, 20 7)) du.
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Invero, essendo la ¢; regolare per » — o, ricordando la (8) si ha

+ o0
V"f@ldszfv“%dsz——v%w id;s“ffl(l\/l,zzt}/g)(z—"’du +
S S I Y
+ o0

~ ~

+J dSJ f{(M,quW)e—u’dug

—00
ed applicando ad ambo i membri l'operatore V,, per il teorema di Poisson
sui potenziali newtoniani di volume, si ottiene

+o0
(19) VoV [01d5= 0,9, [erds = — b [ 5[40, 2wt e dut
g s Y Zoo

7

+o0 + o0
+fdsgitfﬂ(M,zuﬁ)e—u'du+4nnff1(P,quJZ)e—u’du -
S —00 —00

Analogamente, ricordando la (9), si ha

. -+ o0
(16) Vvvnjcpzds=——~—‘%g d—f%jf2(M,2uV'f]_t>e_”xd%+
S S Yo
- +oo +
S [ A 2w ) e du +4mJ f2<P,wv5?>e‘“"d”§'
$ Zoo oo

Sommando membro a membro le relazioni (15) e (16) si deduce

(17) VLV [ Gt 99 dS = (5 — o) (5 — o) w0 =
S
+o0 -
e [ [OAM 2w afe M 2 D)) e
S —00

+o0o
—-7};de %f{vfMM,quW) +nfs (M, 22 Vot )} e~ du —
S —00

400
—4V%‘vnj{f1<P,zuvv7> o (P, 2o VaE)} e du,

Semplificando, tenendo conto delle (10") e (11’), si ha proprio la (14).
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Confrontando con la (1'), si ha che se si pone

+00 _
) — — 2 D (P, ¢
(18) J{fl(PvquVt) +/ (P2 uy)} e du=— 200
4Vm
—o00
la funzione w espressa dalla (13), che ha analogia con i potenziali newtoniani
di volume, nei punti interni al volume S verifica ’equazione (1), mentre nei
punti esterni verifica 'equazione omogenea corrispondente.
La questione ¢ dunque ridotta a determinare la funzione f, per mezzo
della f;, servendosi della (10’) che si pud scrivere anche

+00 +0
(19) vffl(P, 2u \vt) e~ du —}—‘Y]J fo(P,2uYnt) e du = o.

Dalle (18) e (19) si ricavano le relazioni

+ 00

NP et i — O
ffl(P’Z%}VOe e 4V v (n—v)
+o00
[A@ iy eran— 200
o 4VW7}(V—~7])

che definiscono le funzioni f; ed f; per mezzo della funzione nota ® (P, #) ®.

(2) Si osservi che le f1, f2 si possono sempre considerare funzioni pari dellargomento
£ =2uVv, oppure £ =2uVyt. Invero se supponiamo f; = ¢, + $;, (Z = 1, 2), con ¢;
funzione pari e {; funzione dispari dell’argomento £, si ha identicamente

+o0 Foo
¢1(2uV\E).e"“$du:o , /4}2(274‘/77)8-“’(1%:0.

0 —o0



