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Magnetoidrodinamica. —- Sulla funzione potenziale d i un equa
zione della magnetoidrodinamica^. Nota di M a r ia  T e r e s a  V a c c a ,  
presentata dal Socio C. A g o s t i n e l l i .

Summary. — In  this paper we consider a differential equation tha t appeared in a 
previous work on the hydrodynam ic and magnetic potentials. We obtain of the above 
equation a  solution having an analogy with a Newtonian volume potential.

In  una N ota precedente <* (**)>, considerando il moto lento di un fluido 
incompressibile, elettricam ente conduttore e viscoso, sotto Tazione di un campo 
m agnetico uniform e H 0 e di forze di m assa F, riferite all’unità di massa, sono 
stata condotta alla considerazione dell’equazione

(1) ( v  - vAa) (w  -  H  -  TS- i ' / dS
s

dove v è il coefficiente di viscosità cinematica, yj il coefficiente di diffusività 
m agnetica, w  un vettore incognito, S il volume descritto dal punto M, in cui 
si suppone che agiscano le forze di m assa F ed r  è la distanza di un punto P 
dal punto M variabile in S.

Per trovare una soluzione della (1), espressa m ediante un integrale di 
volume, che abbia il carattere  di funzione potenziale, indicherem o sem pli
cemente con O (P y t) il secondo m em bro di essa, supposto noto, scrivendo

(! ')  ( L — vA2) ( —  — y]A2) t ó / = 0 ( P , / ) >

dove w  e <D possono essere funzioni scalari o vettori.
Consideriam o per questo le due equazioni

(2) (^~ ^2 9l =  O

(3) { ~ W ~  V]A2) A2 <p2 =  o .

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 
la Fisica M atem atica e per le Applicazioni della M atem atica alla Fisica e all’Ingegneri a, 
sez. n. i  (1972).

(**) Nella seduta dell’ 11 novembre 1972.
(1) M. T. VACCA, A lcune fu n z io n i potenziali in magnetoidrodinamica, « Rendiconti 

dell’A ccademia Naz. dei Lincei », 52 (3) (1972).
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L a (2) am m ette un integrale della form a
r r -f 00

T  T

(4)
Ö Ö -00

r r +00

^1 “  J*dr  j ' d r  j f ± (M , r  +  2 u  ^vt ) e~u* du

essendo f ± una funzione per ora arb itra ria  degli argomenti indicati fra parentesi. 
A nalogam ente la (3) porge Vintegrale

r r +00

(5) ?2 =  — - f  j  dr  J d r  j f 2 (M , r  +  2 u  ) V )  e-"' du
0 0 —oo

con f 2 funzione anch’essa per ora arbitraria. 
Ponendo per semplicità

(6)

si ha dalla (4)

(7) Vv ?1 =

di vz^2 ’ ^  dt Y1'^2

r r +OO

I I 

Mk r dr  I dr  I f x (M  , r  +  2 u  fv/1) e~u‘ du ■
0 0 —oo

4-00

r  -f- 2 ti ]/v/) e~u2 du  .

O ra con una integrazione per parti risulta

> r  +  2U 1v0  e~u' du  =  | / y  >r  +  2U h t ) u e - u
— oo —oo

-f oo

=  v j  f r / i  (M , r  +  2 u  ijvt) e~ul du

du

e quindi
r r +oo

j dr  j dr  J —  f ± (M , r  +  2 u  e~uZ du =
0 0 —00

r r +00

=  — [ àr  J d r ~  j f i  (M . r  +  2 u  j v t )  e~u‘ du  =
Ò 0 —00

-f 00

~  v j — j f 1 (M , r  +  2 u f v t )  e~u* du —

+00 +00

-----l— J f ± (M , 2 u U )  e~ u2 du  —  J f x  (M , 2 u e~ u2 du  | ,
—00 —00

dove l’apice in f [  indica derivazione rispetto aH’argomento £ =  2 u  (A//.
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Sostituendo nella (7) e semplificando si ha
+00

(8) Vv9i =  —  - = - j 4  J Ì v t ) e - “‘ d u +  j / i ( M  , 2 « /v * ) « —*d«j
-OO —oo

A nalogam ente dalla (5) si ha
+00 +00

(9) V u 92= — ^ | - j / 2( M , 2 « l / y )7 ) ^ > ' ! d « +  j  M M , 2 U Ì ^ ) e~u% du

+00

j y  j  A  (M . 2 u  V v J )  e-“* du  +

A pplichiam o ora a sinistra di am bo i m em bri della (8) l’operatore VY| ed a 
sinistra di am bo i m em bri della (9) l’operatore Vv. Si ottiene così

+ OO

V, Vv 9i =  Vv V, 9i
V TT /

—  OO

+ OO

+  j  f i  (M , 2 u l/vt) e~“s duj

VvV „92 I  y  j  / 2ÌM , 2 u ^ t )  e~*'d u  +
— OO

+00

+  J  f% (M , 2 u fat  ) e~u' d«  j •

Se ora vogliamo che sia

Vv V„ (9i  +  92) =  —  VA 2) l w  ~  ^ 2 )  (9i  +  92) =  O

dobbiapno determ inare le funzioni f ± ed / 2 in modo che sia identicam ente
+00

( IO) ^  J {v/i (M , 2 u  f r i )  +  7)/2 (M , 2 u  y^F)} ^-«s du  =  o

(* 0  “gj- J  {y/ï (M ,2  u'i/vt) +  yj/2 (M , 2 « y ,*)} e~u’ du  =  o .
— OO

Per questo basta che sia
+ oo -f OO

( IO0 v  j  f l  (M , 2 u U t) e~ua dzF +  Y) J  f 2 (M , 2 ^  y?]/) dw == o
-OO -oo

+  00 +  00

( “ 0 v I / Ï  (M , 2 ^ ]/v/) du  +  7] ( / 2 (M , 2 ^  U t )  e~“‘
J J

du  — o .
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Per trasform are la ( li7) osserviamo che con una integrazione per parti si ha
+00 +00J  f i ( M , 2 u i V t )  e d —  f 1 ( M , 2 - u f v t ) e - ? ' d u = .

4  00

=  [  f i  (M » 2 u  Vv0  u  1

analogam ente
+00

j  A  (M » 2 u  Ut ) e tìw — —  I / 2 (M , 2 u  Ut ) ^  « .d«

e pertanto  la (11') diventa

(12)
+00 +OÙ

J  f i  (M j 2 u  U t )  ^  d ^  +  iri j  f 2 (M , 2 ^  U t  ) e~ u2 u  du =  o.

Osserviam o che, sê  f 1 ed f 2 sono due funzioni pari dei rispettivi argo
m enti 2 u  yv/f e 2 ul/y]t) cam biando u  in ■— u  si ha identicam ente

+ ° °  —00j  f i  (M , 2 u U t )  e~u2 u  du =  j  f x (M , 2 u U t )  e~u% u  du  =  o ,
+00

così pure
+00

J  f 2 (M , 2 u  U t ) e~u% u d u  =  o.
—00

In  ta l caso la (12), e quindi la (11'), svanisce identicam ente e rim ane sol
tan to  l ’equazione (io ')  che definisce ad esempio la funzione/ 2 per mezzo della 

Ciò premesso poniam o

(!3) w ( ¥ , t ) =  J  («p, +  <p2) d s  =
s

r r -f 00

=  7=- j  ~ J  dr J  dr J { / i (M  , r  +  2 « y ^ )  + / 2 (M , r  + 2 ^ y ^ ) } e- “sd«
S 0 . 0  —00

e facciam o vedere che nei punti interni al volume S la funzione w  verifica 
Pequazione

C14)
+00

4 1™ VÏ) j  { / t  ( P , 2 U  Ut )  4 -/2  (P , 2 U U t ) }  e~U' dU . 
—  00



Invero, essendo la 9X regolare per r  o, ricordando la (8) si ha

+00

Vv J  ?! dS =  J  Vv ?! dS =  -  ^  I J  ~  j  A  (M , 2 u l'vF) du  +
S S  S —00
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+ 0 0

+  j  dS J f i  (M , 2 u  fv /) e~u% du
S —00

ed applicando ad am bo i m em bri l’operatore V-̂ , per il teorem a di Poisson 
sui potenziali new toniani di volume, si ottiene

+ 0 0

( 15) v ,  Vv J ?! dS =  Vv VvJ  ?! dS =  — j j M- - j  h  (M , 2 u ivi) e-«* du +
S S  S —00

+  00

-f- j  dS —  j  / r ( M  , 2 u  Yv^) e~u% du  +  4 tct) j  (P , 2 u  ÿv£) e~u‘8 du j  •
S —00 —00

Analogam ente, ricordando la (9), si ha

+ 0 0

(16) VvV„ J" ? 2 dS =  ~  --L  j j  — -L  f f 2 0 * ' , 2 v W ) * - * d u  +
S S — 00

+  OO - fO O

+  j dS —  J /2  (M , 2 u  fy]/ ) e~uì du  - f  4 j  / 2 (P , 2 u ^r\t ) e~u* duj  •
S —00 — 00

Somm ando m em bro a m em bro le relazioni (15) e (16) si deduce

(1 7 ) v „ v . l d S " Ì - 4 l ¥ - - ^ w =T) j  (?1 +  ?2) 1
s

+  00

L  J 4  J  {y/i (M , 2 «  V v / )  +  v)/a (M , 2 «  y^ )}  «-“* d^ —
S —00

+ 0 0

4  J  { v / i  (M , 2 «  Vvf) +  71/2 ( M  , 2  u  I V ) }  à u  —
—  O O

- O O

4  frc  VY) j  { / ,  ( P , 2  «■ Vv!f) + / 2 ( P , 2 u i j - q t  ) }  e ~ u* d u .

S —00

+ 0 0

Semplificando, tenendo conto delle ( io ')  e ( n 7), si ha proprio la (14).
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Confrontando con la (1'), si ha che se si pone

+00

0 8 ) f  { / i ( P ,  2 u) jv t )  + / 2 (P , 2 u ) V ) } ^ - ‘,2.d u  =  —  >
J 4 t 7TV7]

—  00

la funzione w  espressa dalla (13), che ha analogia con i potenziali new toniani 
di volume, nei punti interni al volume S verifica l ’equazione (L), m entre nei 
punti esterni verifica l ’equazione omogenea corrispondente.

L a questione è dunque rido tta  a determ inare la funzione f 2 per mezzo 
della f i ,  servendosi della (io ')  che si può scrivere anche

+00 -f 00

(19) v j  f i  (P , 2 u  Y v/) e~ u2 du  +  7] j  f 2 (P , 2 u Ìr\t) e~u* du =  o.
—00 —00

Dalle (18) e (19) si ricavano le relazioni

-foo

f i  ( P , 2 u  yv^) e~u* du  =  — O (P, /)

+00

f 2 (P , 2 u \t ) e~u% du

4 Vtt v (y) •—■ v) 

O (P, /)
4̂ 71 7) (v----7))

— OO

che definiscono le funzioni f i  ed f 2 per mezzo della funzione nota ® ( P , /) (2C

(2) Si osservi che le f i , / 2 si possono sempre considerare funzioni pari dell’argomento 
£ == 2 wVv/, oppure Ç =  2 uS i \ t .  Invero se supponiamo /,• =  -f- 4 ,-, (2 =  1 , 2), con <pt-
funzione pari e funzione dispari dell’argom entò si ha identicamente

+00 +00

(2 u Vv/) dz/ =  o , j <p2 (2 u Vy]/ ) d& =  o .
—00 —00


