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Analisi matematica. —■ Sul problema di Dirichlet in un dominio 
di frontiera non limitata(* (**)}. Nota di S ilvano  M atarasso , p resen 
t a t a ^  dal Socio C. M ir a n d a .

S u m m a r y . — • We give'an account of existence and. unicity theorems for the Dirichlet 
problem and of Phragmén—Lindelöf type theorems, for elliptic equations of higher order in a 
domain with unbounded boundary.

In  un lavoro in corso di stam pa W, ho dim ostrato, oltre ad alcuni teoremi 
di esistenza ed unicità, teorem i di com portam ento del tipo Phragm én-Lindelof, 
relativi alle soluzioni deboli del problem a esterno di D irichlet per u n ’equa
zione ellittica di ordine superiore, a coefficienti reali, in un aperto O di frontiera 
non lim itata.

Più precisam ente, in trodotta una opportuna classe X di funzioni, si d i
m ostra che, se una funzione soddisfacente ad una opportuna limitazione di 
carattere integrale, verifica l ’equazione e su 9 0  ha i dati di D irichlet di una 
Ç e X allora essa stessa appartiene ad X.

In questa N ota dò notizia di tali risultati riportando anche alcuni teoremi 
di esistenza ed unicità nella classe X.

i. Notazioni ed ipotesi <2>

Sia O un aperto la cui chiusura è un dominio non lim itato di classe A*, 
con k  da determ inarsi opportunam ente di volta in volta; la sua frontiera 9 0  
sarà supposta non lim itata.

Posto l’origine delle coordinate nel com plem entare di O, indichiam o 
con \x\ la d istanza di x =  (x± , • • •, x n) dall’origine, con 3 (x , r) la sfera di cen
tro x  e raggio r  e con Dr la sfera con centro nell’origine e raggio R. Porrem o poi:

I (x , r) — & (x , r) O O

A (x , h) =  I (x  , k  I x  |6) , o <  0 <  i

O r =  2 r  n  o .

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 
PAnalisi Funzionale e le sue Applicazioni. '

(**) Nella seduta dellTi novembre 1972.
(1) Cfr. S. MATARASSO, Sul problema di Dirichlet in un dominio di frontiera non lim i

tata, « Ricerche di Matematica», 22 (1973) in corso di stampa. Per il caso di domini non 
limitati con frontiera limitata, si veda « Ricerche di Matematica », 20, 21 e questi « Rendi
conti »','152.

(2) Per tutte le notazioni non esplicitamente definite, ci riferiamo a C. M i r a n d a , 
Partial differential equations of elliptic type, « Ergebnisse der Mathematik », Springer Verlag 
(1970).
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In  alcuni teoremi supporrem o £2 di classe A w+1 e che si verifichino le con- 
dizioni:

a) fissato Xq e dQ,, esiste g1 >  o indipendente da x 0 , tale che, per cj< a±, 
A (x0 ,'cr) D 3Ü è rappresentabile in un sistem a (Çr ,- ••,£„) norm ale-tangente 
con origine in x 0 , nella form a Kn = f ( K i  Ç»-i)î con si è indicato l’asse 
norm ale in x 0 alla superficie-

à) ■Dp/ = O < | * 0r a " lßl)) > i ß | < ^ + i  , T '> o .

Osserviamo ora, a titolo d ’esempio che, introdotta una funzione definita in 
Kn~l ed ivi di classe Cm+ly tale da risultare

( i . l )  D e 9 ( ^ )  =  0 ( | ^ | T'(1- |e|)) ,  2 < \ P \ < m + i ,

ove si è posto x r =  (xx , • • •, xn-i),  l ’aperto

Q. =  { x : x n >  <p«)}

soddisfa alle condizioni a) e b) (cfr. nota <1)).
In  particolare potrem o assumere:

<pO ') =  i * ' r

E evidente allora che le ( i . i ) saranno verificate se 

oc <  i +  inf ( i — i — yO) >

dunque se y '<  I po trà  assumersi a =  i e quindi come esempio di aperto 
che gode delle proprietà a) e b) potrà assumersi un aperto che, al di fuori di 
una sfera, coincida con un cono che abbia il vertice nel centro della sfera 
stessa.

Consideriamo ora l’equazione:

(1.2) B .[9 ,« ]  =  F [< p ,/] ,  Vcp e C<T (Û)

ove, con X =  cost.,

B [ ? , < p ] =  S  c - o 1“1
l«Mß| s

F [ 9 . / ] =  2  ( - 0 W|a| <m
0

/ / «  d “9 à x  ,

a * P “<pDf*<p d x  +  (—  i)"X \ X \
-2mQ 2 1<p Q X  ,

con oc—  (oq a„) , ß == (ßx ,-•••, ßff), essendo gli a, e i ß,- interi non negativi,
I oc I =  0Ci H---------b a* , I ß I =  ßi H---------b ß *  .

Indicherem o con A) le seguenti ipotesi:

A) la I form a B, a coefficienti reali, è uniform em ente ellittica in Q; 
cioè posto

llLi aa& av. >a+3-U.
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si ha

2  av. (X) ^  >  C1 I T I2“ , Cl >  O
|[i.|=2 m

ove T =  ( t x , • • t ä) è non nullo e | t | 2 =  t? '+• • • '+  t l;  supporrem o ancora 
che gli aaß con | oc| =  |ß |  =  m,  siano continui in Q,  e convergenti all’infi- 
nito e che si abbia

(1-3) ^ ß W  =  0 ( |A r|Y,(ia!+|ß|- 2w)) , y '>  o .

In  alcuni teorem i supporrem o uniform em ente
Y'(2w—|a| —jßj) - - - - ■ •\ x \ ‘ (x) e anche che, con p  da precisarsi nel seguito:

<2<Xß

aocß S

£ ç\*\+fi 1 oc| >  0

e G1+Ji 1 oc| =  0

6 C :ei+i> Ißl >  0

eC lw |ß | =  o

Porrem o poi y =  m in {y', 1 }.
Indicherem o con B) la seguente condizione:

B) con o <  0 <  i e per ogni 9 e Co° (Q) si ha, con c2 indipendente da 9,

h ( X ) j  \x  
b

2“9 <p2 d x +  X  / (D > )2 d* <  cg ( -  I)” B [<p ,
|a| =  m ,/  

fì
<p]

ove h (X) >  o.
Per il verificarsi della B) è sufficiente (cfr. nota G)). che X >  >  o con

Xx dipendente dagli aaß e 0 <  y'; osserviamo però che ciò non è necessario 
e in particolare non è necessaria la condizione su X.

Supposte le f a funzioni reali di classe L 2oc(£ì), utilizzeremo le seguenti 
notazioni, ove a , b e x sono num eri reali, [x verifica la condizione

o <  (X <  i e v =  n \2 — i +  fx: 

m o( / ; û , 0 , x ) =  S  f / a | ^ r (w- |al)+2xd ^ ,
|a|<w ,7 

Q

M i ( / ,  & . 0 , b , n )  =  sup M 0( / ,  A (*0 , r j j , 0 , £) ,
Xq Ç ß

M 2 ( /»  ß  . Ö , b , r 2) =  sup sup p -vM 0( / ,  I (.v0 , p) , 0 , à) .
X0 e n 0<p<ra

Nel seguito om etteremo tu tti o alcuni degli argom enti da cui dipendono 
gli M,- nei casi in cui ciò non darà  luogo ad equivoci.

In  alcuni teorem i supporrem o verificata la seguente condizione:.

C) Mo -p Mi -f- M2 <C -f- 00.
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Porrem o poi, con h < m  e a reale,

U w (6 , a , Q) =  S  (Da u)
a|=Ä . 

Q

a \2 I i2 0(ä — m)i-2a\X dx
1/2

U (Ä,2v> (0 , g  , r  , ß )  =  sup sup p v U w (0 , or , I (#0 , p ))  .
x 0 €  Q 0 < p < r

-v T j(À )

Infine poniamo:

l l « t , e , 0 ,Q  =  ß ) ) a -A-0

2. R isultati

Vengono stabilite innanzitutto  alcune m aggiorazioni relative a soluzioni 
di classe H™C(Q) della (1.2) aventi i dati di D irichlet nulli su 9Û.

Riportiam o una di tali maggiorazioni che esprime l ’appartenenza di una 
eventuale soluzione debole del problem a omogeneo di D irichlet, ad una classe 
di M orrey, in opportune ipotesi sui coefficienti e i term ini noti dell’equazione.

T eorem a 2.1. N ell'ipotesi che O e A w+1 e verifichi le condizioni a) e ò), 
che siano verificate la (1.3) con f i  >  o, la B) e che 0 <  y, supposto ancora che 
u e H j c(fl) soddisfi la (1.2), abbia i da ti d i D irichlet nu lli su 9Û e verifichi 
la condizione, con un  fissato h <  e con b reale

(2.1) sup
x 0 G Q

A ( x 0, r 1) —A ( x 0,/t)

esiste r* per i l  quale s i ha:

nt
£  U (?'2v) (6 , b , r* Ü) <  K (T 2 +  M x +  Ma).'.

L a  costante K  =  K (rx , r2 , h) dipende da c2 dagli aa$, dal cono caratte
ristico d i  Q e dalle costanti che intervengono in  a) e b).

Introduciam o, ora la classe X =  X {a , b , 0 , x) delle funzioni E, per le 
quali, fissati a , b , 0 , x reali, o <  0 <  1, esistono y]± ,-s1 , s2 >  o, tali che:

m —1

(2.2) sup \ x f im̂ l+^ +aa m_1^ ( A ( x  , vjj)) +  £  SUP |* | e?+* |D ?£| = Q <  +  oo.
x  G Q  ç — Q i f  ß

( 2 - 3 )  I I ^ I U e , x , 0  =  Q ' <  +  0 0 -

(2-4) s1£P>̂ 'IL,8,*.ac*.,ì,) =  Q " <  +  00 •
.r0 G 12

(2.5) £  S (1<x|-2v) (0 , b , s2 , t y  =  Q " ' <  +  00.
|*|£»

i23 f 2 I 1— 2 « y + Y ~  1 J ^  1x 0 \ u \x \ dx  =  T2 <  +  OO ,
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È evidente che, fissati a , b , Q , x  se u e X  con certi vr , ^  , s2 >  o essa 
vi appartiene con qualsiasi , si , s2 >  o.

Sussiste il seguente teorema di comportamento:

TEOREMA 2.2. Sia  Q dt classe p n^  e verifichi le
condizioni a) e è); supposte verificate le ipotesi A), B), C), e che

(2.6) 0 <  y' 0 <Ç 0 <  ÿ

(2.7) a <  0 (— —  m ) +  x b >  6 (m —  i +  (i) +  Æ

esiste X0 >  o tale che, se a e H ^ ß ) ,  ha su i dati d i Dirichlet d i
\  e X (a  , b , 0 , x) e verifica la (1.2) con X >  X0, la (2.1) e la condizione

(2.8) J  I *  | -2»?+ r- l+ 2*  tf i dx =  T \ <  +  00

u

si deduce che u  6 X e precisamente con ~r* ed r* opportuni s i ha:

(2 -9)

(2.IO) 

(2 .1  I )  

(2 .1 2 )

sup I x  1+li)+aU OT_x>ti (A(x , yf)) +  2  SUP \x \ei!+a |D ?«  ]
x  G ^  g—0 x  G fì

<  K (Mo +  Mx +  M2 +  T2 +  Q +  Q' +  Q" +  Q'") 

ll«IL,e,x,a ^ K (T 1 +  M0 +  Q')

^  K(T2 +  Mx +  Q") ,

H  U(|a|,2v) (0 , b , r * , ç i ) <  K(T2 +  Mx +  M2 +  Q"+ Q'").|oc| <m

h < r1.

Vale poi il seguente teorema in cui si suppone ancora verificata la B), 
ma in cui non è necessariamente X >  X0 :

T e o r e m a  2.3. Supposto x =  o e che al posto della (2.8) sia verificata la 
condizione

lim ( \ x \ - 2^ - 1 u2 dx =  TÌ2 < +  oo
R-*oo J

^2r“ ^r

nelle ulteriori ipotesi del Teorema 2.2, si deduce che u  6 X (a , b , 0 , o) con 
a <  0(W2 m) e b ì> 0 (ni —  1 ,-f- [j.) -f- a\ precisamente esistono 7)* ed r* 
opportuni per 1 quali valgono (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) in  cui si sia posto
X =  o .

Sussistono poi i seguenti teoremi di esistenza:

T e o r e m a  2.4. Sia  Q di classe con p  ìfiferQ >> %j2 e verifichi le
condizioni a) e b); supposto poi verificate le ipotesi A), B), C), la (2.6) é> (2.7) 
e che

x > b  —  m (  y — 0) +  T —  I ,
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consideriamo una funzione  E, e X (<2 , b , 0 , x); esiste allora X0 >  o Az/é?
X > \ q la (1.2) ammette una soluzione u  e X, ^  su dQ ha i dati d i Dirichlet' 
di p iù  precisamente esistono r f  ed r* per cui si hanno (2.9), .(2.10), (2.11), 
(2.12), nei secondi membri si sopprimano , T2.

Sussiste poi un altro teorem a di esistenza in cui, pu r essendo verificata 
la condizione B), non si suppone necessariam ente X >  X0 >  o:

TEOREMA 2.5. Supposto x =  o e nelle ulteriori ipotesi del Teorema 2.4, 
si consideri una funzione  E, e X (a , b , 0 , o); esiste allora una funzione u e X 
che ha su dQ, i dati d i Dirichlet d i E, e che verifica la (1.2); p iù  precisamente esi
stono y f  ed r* per i quali valgono le maggiorazioni stabilite nel Teorema 2.4 , 
in cui si ponga x =  o.

Infine si ha il seguente teorem a di unicità:

T eorem a 2.6. Nella ipotesi che Q sia dotato della proprietà d i cono, che 
siano verificate la (1.3) con f i  >  o e | a | +  | ß | >  o, la B)  ̂ inoltre valga la 
condizione

(2 *13) x > m ( ß  —  ï )  +  T —  i

il  problema d i Dirichlet relativo alla (1.2) ammette al p iù  una soluzione di 
classe X. In  particolare, nelle ipotesi del Teorema 2.2 oppure del Teorema 2.3, 
e verificata la (2.13), i l  problema d i Dirichlet relativo alla (1.2) ammette al più  
una soluzione.

Se poi, oltre alla (2.13), sono soddisfatte anche le ipotesi del Teorema 2 4 
oppure 2.5, si ha esistenza ed unicità nella classe X.


