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Analisi matematica. — Sw/ problema di Dirichlet in un dominio
di frontiera non limitata ™. Nota di SiLvano.MATARASSO, presen-
tata " dal Socio C. MIRANDA.

SUMMARY. — We give an account of existence and. unicity theorems for the Dirichlet
problem and of Phragmén-Lindelsf type theorems, for elliptic equations of higher order in a
domain with unbounded boundary.

In un lavoro in corso di stampa (), ho dimostrato, oltre ad alcuni teoremi
di esistenza ed unicitd, teoremi di comportamento del tipo Phragmén—Lindelsf,
relativi alle soluzioni deboli del problema esterno di Dirichlet per un’equa-
zione ellittica di ordine superiore, a coefficienti reali, in un aperto Q di frontiera
non limitata.

Pit precisamente, introdotta una opportuna classe X di funzioni, si di-
mostra che, se una funzione soddisfacente ad una opportuna limitazione di
carattere integrale, verifica 1'equazione e su 8Q ha i dati di Dirichlet di una
£ € X allora essa stessa appartiene ad X.

In questa Nota do notizia di tali risultati riportando anche alcuni teoremi
di esistenza ed unicitd nella classe X.

1. NOTAZIONI ED IPOTESI @

\

Sia Q un aperto la cui chiusura ¢ un dominio non limitato di classe A*
con 4 da determinarsi opportunamente di volta in volta; la sua frontiera 2Q
sara supposta non limitata.

Posto l'origine delle coordinate nel complementare di Q, indichiamo
con |x| la distanza di x = (xy,- - -, x,) dall’origine, con 3 (x, 7) la sfera di cen-
tro x ¢ raggio 7 e con X la sfera con centro nell’origine e raggio R. Porremo poi:

I(x,”)=3x,n)NQ
Ax,2) =1(x, 2 |x]%, o<b6<1
Qr = Zr N Q.

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazwnale per
IAnalisi Funzionale e le sue Applicazioni.

(**) Nella seduta dell’r1 novembre 1972.

(1) Cfr. S. MATARASSO, Sul problema di Dirichlet in un dominio di frontiera non limi-
tata, « Ricerche di Matematica», 22 (1973) in corso di stampa. Per il caso di domini non
limitati' con frontiera limitata, si veda « Ricerche di Matematica », 20, 21 e questi « Rendi-
conti »,‘, 52,

(2) Per tutte le notazioni non esplicitamente definite, ci riferiamo a C. MIRANDA,
Partial differential equations of elliptic type, « Ergebnisse der Mathematik », Springer Verlag
(1970).
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. . ~ 1 1 . . .
In alcuni teoremi supporremo Q di classe A”*" e che si verifichino le con-
dizioni:

a) fissato X, € 3L2, esiste 6; > o indipendente da X, tale che, per 6 << oy,

A Xy, 06) N 2Q & rappresentabile in un sistema ({;,---, {,) normale-tangente
con origine in Xy, nella forma {, =/ ({, -+, .—1); con {, si & indicato I'asse
normale in X, alla superficie.

5) DPf = O(|%,|" "), IBl<m+1 , ¥ >=o.

Osserviamo ora, a titolo d’esempio che, introdotta una funzione definita in
—1 “ . . 1 .
R*™" ed ivi di classe C”*', tale da risultare

(1.1) DPo(x) = O (2|77, 2< (Bl <m+1,
ove si & posto x' = (%, -, x,—1), l'aperto
Q={x:2,> 0"}

soddisfa alle condizioni @) e &) (cfr. nota M),
In particolare potremo assumere:

o(x) = ||
E evidente allora che le (1.1) saranno verificate se
o<1 +inf(r—y,m(1—¥Y")),

dunque se y'<< 1 potra assumersi o = I e quindi come esempio di aperto
che gode delle proprieta @) e §) potra assumersi un aperto che, al di fuori di
una sfera, coincida con un cono che abbia il vertice nel centro della sfera
stessa.

Consideriamo ora l'’equazione:

(1.2) Ble,ul=Fle,f], Vo € Cy (Q)
ove, con A = cost.,
0,m ~ "~
Blo,ol= 3 (— " [aa DD ds + (— 1) [ ¢t ds,
' o] Q ‘

Flg /1= % (=0 | £:D% dx,

Q

cona = (oag, ++,a,),B=(P1, -, L), essendo gli a, e i B, interi non negativi,
|°‘| —_-“1_|_..._|_¢”,|g| =B +--+B,-

Indicheremo con A) le seguenti ipotesi:

A) la forma B, a coefficienti reali, ¢ uniformemente ellittica in Q;

cioé posto
-
24 Ao = 4y,
at+P=u
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si ha
||22 a,(x) ™ >Cy | |*", Ci>o
wl|=2m
ove T = (77, +*, T,) ¢ non nullo e ITI =11l supporremo ancora
che gli @, con |a| = |B| = m, siano continui in Q, e convergenti all’infi-
nito e che si abbia
(1.3) ag () = O (|| (HIHEI=2my Y=o0.

In alcuni teoremi supporremo uniformemente continue in Q le funzioni

[xlyl@m_‘“l"m:)aaﬁ (%) e anche che, con p da precisarsi nel seguito:
eC*”  Jal>o0
Ay
eC't? |a|=o0
g EC]EH? “3|>0
Qop
[ec*  |g|=o.
Porremo poi ¥ = min {v/, 1}.
Indicheremo con B) la seguente condizione:
B) con 0o <6 <1 e perogni ¢ €C§(Q) si ha, con ¢, indipendente da P,
) [ 1e " g dx + 3 09 ds <a(— 1" Blg, 0]
% |a|=m /
ove £(\) > o.

Per il verificarsi della B) ¢ sufficiente (cfr. nota ®) che A >}, > 0 con
A, dipendente dagli a,3 € 6 < v'; osserviamo perd che cid non & necessario
e in particolare non & necessaria la condizione su A.

Supposte le f, funzioni reali di classe LIOL(Q) utilizzeremo le seguenti
notazioni, ove @, 4 e x sono numeri reali, @ verifica la condizione

o< <I e V=n/2“_l—|—p,:
Mo/, 0,0, = 3[R,
' la[<m .
Q

Ml(f,Q,ﬁ,é,rl)=sg%Mo(f,A(xo,rl)v,O,é),
My(f,Q,0,6,7) = sup sup e Mo(f, I(x,p),0,8).

% € Q 0<p<L7,

Nel seguito ometteremo tutti o alcuni degli argomenti da cui dipendono
gli M nei casi in cui cid non dara luogo ad equivoci.
In alcuni teoremi supporremo verificata la seguente condizione:

C) M0+M1+M2_<+OO.
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Porremo poi, con 2 < m e o reale,
. . 1/2
UP,0,0) = ( by [ (D% 2)? | [P0 H20 dx‘>
la|=% .
2

U*™ 0, 6,7, Q) =sup sup p "UP(0,0,1(x, ).
2 € Q 0<p<7

Infine poniamo:

Nl o00= 2<U(’” ®,0 Q>>

2. RISULTATI

Vengono stabilite innanzitutto alcune maggiorazioni relative a soluzioni
di classe His.(Q) della (1.2) aventi i dati di Dirichlet nulli su Q.

Riportiamo una di tali maggiorazioni che esprime 'appartenenza di una
eventuale soluzione debole del problema omogeneo di Dirichlet, ad una classe
di Morrey, in opportune ipotesi sui coefficienti e i termini noti dell’equazione.

TEOREMA 2.1. Nell'ipotesi che Q€ A" ¢ verifichi le condizioni a) e b),
che siano verificate la (1.3) con y' >0, la B) e che O < ¥, supposto ancora che
1 € Hne (Q) soddisfi la (1.2), abbia i dati di Dirichlet nulli su 3Q e verifichi
la condizione, con un fissato h <ry e con b reale

2.1 sup |z [** W x| dy = Th < + o0,
a0
o Ao, 72) = A (0, 5)

esiste v* per il quale st ha:
q9

Ms

U™ (0, 6,7, Q) < K(Ty+M;+My).

I
<

q9

La costante K = K (ry,7y, k) dipende da cy dagli a.g, dal cono caratte-
ristico di Q e dalle costanti che intervengono in a) e b).

Introduc1amo ora la classe X = X (e, 4, 0,%) delle funzioni & per le
quali, fissati @, 4,6 ,% reali, o <0 < 1, esistono =;,s;, 5 >0, tali che:

m—1

(2:2) sup |« B (M) + X sup ¥ D7) = Q< .

(2'3> ‘ “ium,e,x,g = Q’< + oo.
(24> Slé% ” a”m,e,lb,A(xo,sn) = Q” <+ oo.
(2.5) > EEI (g b s, Q) =Q" < + co.

e sm
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. E evidente che, fissati « »6,0,% se weX con certi vy, s;, 5> 0 essa
vi appartiene con qualsiasi ¥, si, s > O.
Sussiste il seguente teorema di comportamento:

TEOREMA 2.2. Sia Q di classe A*™** (op D intero >mnl2 e verifichi le
condizioni a) e b); supposte verificate le ipotesi A), B), C), ¢ che

(2.6) o<y 0L <Y
(2.7) aﬁﬁ(—i——m)-l—x 6>0(m—14p)+a

esiste Ny > O tale che, se wu € Hipy, (ﬁ), ha su 9Q i dati di Dirichlet di
E€X(a,6,0,%) e verifica la (1.2) con A\> Ny, la (2.1) ¢ la condizione

(2.8) || 2 2 g TR oo

Q

si deduce che u € X ¢ precisamente con n* ed r* opportuni si ha:

(z9)  sup |2 |" Y, (A, ) g sup | | D7 |
SK(Mo+M+M+To+Q+Q + Q" +Q")

(2.10) N2l 0. @ < K(T1+ M, + Q")

(2.11) Sup Ml 08,8, < K (T2 +Mi+Q%), h<r.

o <m

(2.12) 2 U9 4 % Q) < K(Ty+M; +M,+ Q"+ Q"".

Vale poi il seguente teorema in cui si suppone ancora verificata la B),
ma in cui non & necessariamente A > Aq:

TEOREMA 2.3. Supposto » = o ¢ che al posto della (2.8) sia verificata la
condizione

. O myby—1 '

lim | x| Pl 2 4y = T < + oo

R—> o0 '
Qar—Qp

nelle wulteriori ipotesi del Teorema 2.2, si deduce che u € X(a,6,0,0) con
a<O0m/2—m) ¢ 6 =00m—1+4 )+ a; precisamente esistono 4* ed »*
opportuni per i quali valgono (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) 2w cui si sia posto
% = 0.

Sussistono poi i seguenti teoremi di esistenza:

TEOREMA 2.4. Sia Q di classe A2t con D intero = n|2 e verifichi le
condizioni a) e b); supposto poi verificate le ipotesi A), B), C), la (2.6) ¢ (2.7)
e che

x=b—m(¥—0)+F—1,
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consideriamo una funzione £ € X(a, b, 0 ,x); esiste allova \y> o tale che per
A >N la (1.2) ammette una soluzione u € X, che su 3Q ha i dati di Dirichlet
di & pit precisamente esistono n* ed v* per cui si hamno (2.9), (2.10), (2.11),
(2.12), ove mei secondi membri si sopprimano Ty, T,.

Sussiste poi un altro teorema di esistenza in cui, pur essendo verificata
la condizione B), non si suppone necessariamente A > Ay > o:

TEOREMA 2.5. Swupposto x = 0 e nelle ulteriori ipotesi del Teorema 2.4,
st consideri una funzione £ € X(a,b,0,0); esiste allora una funzione u € X
che ha su 3Q i dati di Dirichlet di & e che verifica la (1.2); pise precisamente esi-
stono n* ed r* per i quali valgono le maggiorazion: stabilite nel Teorema 2.4,
in cui si pomnga x = O.

Infine si ha il seguente teorema di uniciti:

TEOREMA 2.6. Nella ipotesi che Q sia dotato della propriets di cono, che
siano verificate la (1.3) con ¥'>o0 ¢ |a|+ |B| >0, la B) ¢ inoltre valga la
condizione

(2.13) x=>m(0—Y)+ ¥ —1

il problema di Dirichlet relativo alla (1.2) ammette al pits una soluzione di
classe X. In particolare, nelle ipotesi del Teorema 2.2 oppure del Teorema 2.3,
e verificata la (2.13), il problema di Dirichlet relativo alla (1.2) ammette al pii
una soluzione.

Se poi, oltre alla (2.13), sono soddisfatte anche le ipotesi del Teorema 2 4
oppure 2.5, si ha esistenza ed unicitc nella classe X.



