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Analisi matematica. — Sw» [/'dguation des ondes avec un terme
non linéaive, monotone dans la fonction inconnue. Nota 1 di
Marco Birort ™, presentata dal Socio L. AMERTO.

RIASSUNTO. — Si da un teorema di esistenza per la soluzione periodica di una equa-
zione iperbolica non lineare nella funzione incognita.

§ 1. INTRODUCTION ET ENONCEES

Soit QCR” un ouvert borné de frontiére I' réguliere et 8 un graphe
maximal monotone de RXR avec 0€D (B) o € Bo.

Indiquons par E l'espace {U = (uy(x), u1(x)) ; uo(x) € H{(Q), uy(x) €
€ ®(Q)} avec la norme

TO I = llollir + [l 5
on dit que E est 'espace de l'energie.
Soit, maintenant, y (#,x) une fonction telle que vz, ) € H} Q)
%(i, e Q) chaque fois qu'on parlera de y (#,x) dans I'espace de
I'energie, on considérera le couple (y #,x), % (z‘,x)).

Dans ce travail nous examinons ’équation hyperbolique non lindaire

(1.1) a;TZ(z‘,x)——Au(z‘,x)—{—B(u(t,x))—I—oc%—j(z‘,x)af(t,x)
p-p- dans [0, T]XQ,a >0

ol f(t,x) € (0, T; (Q)), avec la condition

(1.2) w(t,2)|,=0 pp. dans [o,T].

Dans le cas «a = o, I'équation (1.1) avec la condition (1.2) est importante
en mecanique quantique et le probléme de Cauchy pour (1.1)-(1.2) a été
etudié par plusieurs auteurs dans le cas ol B est une fonction continue -
avec une, croissance polynomiale d’ordre suitable ([31, [4], [6], [71, [8], [9],
[r0], [11], [12]).

Récemment H. Brézis, [1], a donné un théoréme d’existence dans
le cas ou D (@) = R. Notre but est, étant donné Jle resultat de Brézis,
donner, en supposant en plus o > 0, un théoreme d’existence pour le
probléme périodique.

(*) Pervenuta “all’Accademia il 2 ottobre 1972.
(*¥*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano.
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Supposons o (x) €Hy(Q) avec j (#o(x)) €2 (Q) B=2%), u1(x)€*(Q),

A:Hj(Q) —-H(Q), A= —A et considérons la suivante formulation
affaiblie du probléme de Cauchy pour (1,1) (1,2).
(1,3) w!' () 4+ Au(f) +- o' @)+ 0 () =1 ()

dans H™'(Q)+2'(Q) p.p. sur [0,T]
u(0) =uy ' (0) =
u(@)€eE p-p.- sur [o,T]
(e (o, T; ¢ (Q), o, x)€epu(,x)
p.p. dans [o, T]x Q.
ou f()€es®(o,T; 2 (Q).
H. Brézis, [1], a démontré le résultat suivant:
THEOREME 1. — Soit a=>o0; le probléme (1,3) a une solution
u ()€™ (0,T; E).
Nous examinons le probléme périodique
(1.4) w!'(t) + A () + () + 0 () = (1)
p.p. dans H™(Q) + 2" (Q)
u ()€ E,u(t) périodique de période T
o (2) € %o (R; 24 (Q)), o(2,2) €B(ulz,x)
p.p.- sur RXQ.
ol f(#) €% (R; 2(Q)) et est périodique de période T.
Nous démontrons le résultat suivant:
THEOREME 2. — Soit a > 0; le probléme (1,4) a une solution u (f).
Le Théoréme 2 est démontré par régularisation et les problémes pour

les passages a la limite sont résolus par le Lemme 1 du § 2.

Remarque 1. — De la démonstration des Théoremes 1 et 2 ressort que
dans le cas z=1 les Théorémes I et 2, sont encore valables si D (B) = [«, 4]
a, 6 finis ([@, 6] a fini, &, 4] 6 fini, a,d[ @, & finis).

Remarque 2. — Considérons maintenant le probléeme

aatj (¢, 2)— D (t,2) + o oe (t,2) =f (¢, )

2, x) €Bu,2)

ol 7 est la normale a I' extérieure & ; si on modifie la définition de I'espace E,
en posant E = H' (Q)x%(Q), on peut obtenir, par les mémes technyques
de démonstration des Théorémes 1 et 2, des résultats analogues aux
Théorémes 1 et 2.
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§ 2. UN LEMME PRELIMINAIRE

Enongons d’abord un lemme preliminaire qui suit du Th. 18, [1],
pg. 126.

LEMME 1. — Sodt B un graphe maximal monotone de RXR avec
D@ =R
B, sa regularisée Yoshida et {v, (¢,x)} une suite telle que

lim v, (¢,x) = v(¢, x)
A—>0

dans & (0,T ; ¥(Q)); soit o, (¢, x) =P, ((t,x).
Alors {o, (¢,%)} est bornée dans " (o, T ;S (Q)) et on peut extraire dy
{o, (¢, 0)} une sous-suite, que nous indiquons encore par {0,(, %)}, telle que

lim*o, (z,x) =06 (¢,x)
A—>0

dans (0, T ; Q) et on a o(t,x)€B((t,x) p.p. dans [0, T]XQ.
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