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Analisi matematica. —  S u r  Véquation des ondes avec un terme 
non linéaire , monotone dans la fonction  inconnue. N ota I (*} di 
M a r c o  B i r o l i  (**\ presenta ta dal Socio L. A m e r i o .

R iassunto . — Si dà un teorem a di esistenza per la soluzione periodica di una equa
zione iperbolica non lineare nella funzione incognita.

§1. I n t r o d u c t i o n  e t  é n o n c é e s

Soit O C R ”'u n  ouvert borné de frontière F régulière et ß un graphe 
m axim al m onotone de R X R avec o e D (ß) o e ßo.

Indiquons par E l ’espace {U =  (u0 (x) , u\(x))  ; u 0 (x) e H j(Q ) , u ^ x )  6 
(Q)} avec la norm e

IIU He ~  IÎ oIIhJ + ll̂ illç>2 ’
on dit que E  est l ’espace de l’energie.

Soit, m aintenant, y  ( t , x)  une fonction telle que v , •) e H j (^ü) 
— •) 6 £2 (O); chaque fois q u ’on parlera de y ( t , x )  dans l ’espace de

l’energie, on considérera le couple | y  ( t , *->•% 0 - 4

Dans ce travail nous exam inons l ’équation hyperbolique non linéaire

p.p. dans [o , T] X O , a >  o

°ù  /  ( t , x) E £2 (o , T  ; £2 (O)), avec la condition

C1-2) u ( t , x)  |r  =  o p.p. dans [o ,T ] .

D ans le cas a =  o, l’équation ( i . i )  avec la condition (1.2) est impôt tante 
en m écanique quantique et le problèm e de Cauchy pour ( i . i ) - ( i .2) a été 
étudié par plusieurs auteurs dans le cas où ß est une fonction continue 
avec une, croissance polynom iale d ’ordre suitable ([3], [4], [6], [7], [8], [9],
[10], [ u ] ,  [12]).

Récem m ent H. Brézis, [1], a donné un théorèm e d ’existence dans 
le cas où D (ß) =  R. N otre but est, é tan t donné le résu ltat de Brézis, 
donner, en supposant en plus a >  o, un théorèm e d ’existence pour le 
problèm e périodique.

(*) Pervenuta 'all’Accademia il 2 ottobre 1972.
(**) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano.
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Supposons u0 (x) 6 HJ (O) avec j  (u0 (x)) e 21 (O) (ß =  3j )  , ux (x) e £2 (£2), 
A  : H J (O) -> H -1 (£2), A =  — A et considérons la suivante form ulation 
affaiblie du problèm e de C auchy pour (1,1) (1,2).

(1.3) u ” (t) +  Au (t) +  auF (t) +  g (t) = = / (t)
dans H “ 1 (O) +  S1 (O) p.p. sur [o ,T ]  

u  (o) =  u 0 u ' (o) =  u± 

u (t) e E p.p. sur [o ,T ] 

a (t) e 2 1 (o , T  ; 21 (ü)), ci ( t , x) e ß (u ( t , x)) 

p.p. dans [o , T] X £2.

où /  (zf) e £2 (o , T ; £2 (£2)).
H. Brézis, [1], a dém ontré le résultat suivant:

THÉORÈME i . — Soit a >  o; le problème (1,3) a une solution

u ( t ) e 2°°(o , T ;  E).

Nous exam inons le problèm e périodique

(1.4 ) U"(t) +  A  U (t) +  OLU'(t) +  cr (t) =  f  (t)

p.p. dans H -1 (O) -j- 21 (£2) 

u ( t )  G E , u  (f) périodique de période T 

g  (i)  e £}oc (R ; 21 (£2)) , g ( t , x) e ß (u  ( t , x)) 

p.p. sur R X Ü .

où f ( t )  e £L (R ; £2 (£2)) et est périodique de période T.
Nous dém ontrons le résultat suivant:

THÉORÈME 2. — Soit a >  o; le problème .(1,4) a une solution u(f).
Le Théorèm e 2 est dém ontré par régularisation et les problèmes pour 

les passages à la limite sont résolus par le Lem m e 1 du § 2.

Remarque J .  -  De la dém onstration des Théorèm es 1 et 2 ressort que 
dans le cas n = i  les Théorèm es 1 et 2, sont encore valables si D (ß) =  [a , b] 
a , b finis ([a , b[ a fini, ]a , b] b fini, ]a , b[ a , b finis).

Remarque 2. -  Considérons m aintenant le problèm e

-ÿfi- ( t . x) —  Su  ( t , x)  +  a ( t , x ) =  f  ( t , x)

où n?i est la norm ale à T extérieure à £2; si on modifie la définition de l’espace E, 
en posant E  == H 1 (£2) X £2 (£2), on peut obtenir, par les mêmes technyques 
de dém onstration des Théorèm es 1 et 2, des résultats analogues aux 
Théorèm es 1 et 2.

3 6 0
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§ 2. U n  lemme préliminaire

Enonçons d ’abord un lem m e prélim inaire qui suit du Th. 18, [1], 
pg. 126.

LEMME i . -  Soit ß un  graphe m axim a l monotone de R X R avec

D (ß) =  R ,

ßA sa régularisée Yoshida et {vx ( t , x ) } une suite telle que

lim Vy{t , x)  =  v i t , x)
à—>0

dans £2 (o ,T  ; £2(Q)); soit gx { t , x)  =  ßA (y ( t , x)).
A lors  { cja ( t , x ) } est bornée dans 21 (0 , T  ; 2 1 (Q)) et on peu t extraire de 

{ a\ ( t  y x )} une sous-suite , que nous indiquons encore p a r  { g} ( t , x) }, telle que

lim* gx ( t , x) =  cr ( t , #)
À->0

dans ^ ( o  ,T  ; ^ (Q ))  et on a v ( t , x) e $(v (t , x)) p .p . dans [ o ,T ]  x û .
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