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Algebra. — S u ll' immersione dì un anello in un anello unitario . 
N ota di D omenico  L enzi (#), p resentata (**} dal Socio B. S eg r e .

Summary. — In  this paper a m ethod is introduced, which appears preferable to the 
classical one, for the em bedding of a ring A into a unitary  ring. The method is of course 
in particular efficacious when A is already by  itself unitary  or when it m ay be embedded 
in a field. The idea is due to the following consideration: if a ring is not unitary, it often 
has elements which behave like integers; they are the “ interi virtuali ” introduced here 
in Definition 2 and by means of which the aim is achieved.

I. Introduzione

D ato un anello A ( + ,  •), esso Pu® essere immerso in un anello unitario 
nel modo ben noto che inizialm ente consiste nel considerare Panello degli 
interi Z ( + , * )  e nel costruire il prodotto cartesiano A x Z .  Successivamente 
A x Z  viene opportunam ente stru ttu rato  in m aniera tale che, dati (a , m) , 
(b , n) e A x Z ,  si ha (cfr. [2], pag. 286):

(a , m) +  (b , ri) =  (a +  b , m  +  n) ,

(a ym) (b , n) =  (ab +  na +  mb ^m-rì) .

In  tal modo A x Z  diventa un anello unitario, la sua unità è l’elemento 
(o , 1) ed A  ( +  ,•) risu lta isomorfo al sottanello di A x Z  ( + , • )  costituito dagli 
elementi del tipo (<2,0).

T ale tipo di immersione, però, non è esente da critiche. Vi sono infatti 
anelli per i quali esiste u n ’immersione « naturale  » in un anello unitario; basti 
pensare ad anelli che sono già di per sé unitari, oppure ad un  anello A 
im mergibile in un corpo o, più in generale, in un anello unitario A ' in 
cui qualche elem ento a e A  am m ette inverso.

In  questi casi l’im mersione di cui all’inizio non è quella « natu rale  », 
anzi si rivela piuttosto artificiosa rispetto ad essa. Ci proponiam o quindi di 
fornire un m etodo di im mersione di un anello A ( + , - )  in un anello unitario 
A ; ( + , • ) ,  in m aniera tale che A ' (+ ,* )  sia il più naturale  (in un senso che 
risulterà chiaro nel seguito) am pliam ento unitario di A  (+,*)•  Tale im m er­
sione si basa essenzialm ente sul concetto di « intero virtuale » che viene in tro­
dotto con la Definizione 2.

(*) Lavoro svolto nell’am bito del Gruppo Nazionale per le S tru tture Algebriche e 
Geometriche e loro applicazioni del C .N.R.

(**) Nella seduta dell’n  novembre 1972. .
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2. Interi «virtuali

Sia dato un anello A (  +  ,-) qualsiasi.

Definizione i . U n elem ento appartenente ad A  lo diciamo un 
« A -in tero»  se esiste n e  Z tale che a-b — b-a =  nb per ogni b e  A; se 
n  =(= o parliam o di « A -in tero  proprio ».

Proposizione i. Se Vanello A  ( + ,  •) ammette un  « A—intero proprio  » 
esistono a 'e  A  ed n 'e  N-— {o} ta li che a' • b =  b-af =  n ’ b per ogni be A .

Dimostrazione. Ovvia.

L  A -in te ro  a' di cui alla proposizione precedente lo diremo « di tipo 
positivo »; in ta l caso chiam erem o grado di a ’ (in simboli g r {a')) il più piccolo 
intero positivo m  tale che a' -b =  mb per ogni b e  A. Infine un A -in tero  di 
tipo positivo lo direm o « m inim ale » se il suo grado è minimo nell’insieme 
dei g radi degli A -in teri di tipo positivo. È facile verificare che se a è un 
A -in tero  m inim ale e b un qualsiasi elemento di A  , b è un A -in tero  m inim ale 
se e soltanto se reiem erito a — b appartiene all’ideale H degli annullatori 
(bilateri) di A. Pertanto, se H =  {o}, esiste al più un A—intero m inimale.

TEOREMA i. Se PA-intero a ed -n e l*  sono ta li che a-b =  b-a — nb per  
ogni b e A, n e m ultiplo del grado m  d i un qualsiasi A -in tero  m inim ale a1.

Dimostrazione. Essendo ovviam ente m=j=o, si ha n =  q-m  +  r, con 
o <  r  <  m. Considerato allora l’elemento a —  qa' si ha che (a —  qa')-b =  
=  n b — qmb =  (n —  qm) b =  rb per ogni b e A, onde r  =  o. C.V.D.

Si verifica poi im m ediatam ente la seguente

PROPOSIZIONE 2. Se a è un  A—intero, Pinsieme dei m u ltip li interi d i a 
è u n  sottoanello abeliano d i A  (+,*)•

Abbiam o ora la

PROPOSIZIONE 3. L 'insiem e degli A -in te r i costituisce un  sottoanello (abe­
liano) d i  A  ( +  , •).

Dimostrazione. È im m ediato provare che se a ed a ’ sono degli A -in teri 
anche a —-a ’ è un A -in tero . Ne consegue intanto che l ’insieme in questione 
è un sottogruppo di A  (+ ) .  Alla luce di ciò si ha che a -a ' =  na’ è un A -in tero , 
d ’onde la tesii C.V.D.

T EOREMA 2. Condizione (ovviamente necessaria e) sufficiente perché un  
anello A«(-f--, •) con un  A -in tero  proprio a abbia caratteristica positiva è che a 
sia ciclico db

(1) Per caratteristica di A intendiam o il più piccolo intero positivo c (supposto che 
esista) tale che ex =  o per ogni x  e  A; diversam ente si dice che la caratteristica di A è lo 
zero (cfr. [ i] , pag. 88). In  accordo con tale definizione, se l’anello A è costituito dal 
solo o, esso ha caratteristica eguale ad i .
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Dimostrazione. Sia p  il periodo di a; si ha allora o =  (pa)-b  =  p(ab) =  
=  p  (nò) =  .(pn ) b pei ogni b e  A, d ’onde la tesi.

TEOREMA 3. Condizione necessaria e sufficiente perché un anello A ( + , * )  
abbia caratteristica positiva è che ogni suo annullatore sia un K-intero proprio.

Dimostrazione. Ovvia.

TEOREMA 4. Se Panello A ( + , - )  ammette un K-intero proprio, Pideale 
H ( + ,  •) degli annullatori di A  ( + ,  •) ha caratteristica positiva ed essa è un 
divisore del grado d i un qualsiasi K-intero minimale.

Dimostrazione. S ia a un A -in tero  m inim ale e sia m =  gr (a); allora per 
ogni h e H si ha mh =  a-h  =  o, d ’onde la tesi.

Nota Bene. Si possono dare innum erevoli, e tu tti abbastanza ovvi, esempi 
di anelli dotati di elem enti che si com portano come se fossero degli interi 
non nulli. D ’altro canto ci sono anche esempi di anelli in cui ciò non accade: 
basta infatti prendere il sottoanello di Z [X] costituito dai polinomi in cui 
sia nullo il monomio di grado zero.

L ’esistenza in un anello A ( +  ,•) di A—interi lascia presagire che l’im m er­
sione di A  ( + , • )  in un anello unitario si possa fare in m aniera più parsi­
moniosa, sfru ttando almeno in parte gli elementi di A  che si com portano 
come interi. In fatti si potrebbe scegliere un A -in tero  m inim ale a 'y conside­
rarne tu tti i m ultipli secondo gli interi relativi ed am pliare A ( + , - )  con un 
anello unitario  B ( + , - )  in cui i multipli di cui sopra risultino m ultipli 
dell’unità.

Q uanto detto or ora è senz’altro realizzabile e può effettuarsi in m aniera 
simile a quella seguita nel m etodo di immersione che si vedrà nel Teor. 6. 
Q uesta m aniera di procedere, però, conferisce al prescelto A -in te ro  m ini­
m ale a' un  privilegio non del tu tto  giustificato rispetto ad altri eventuali 
A -in teri m inim ali.

D ’altro canto, detta  c la caratteristica positiva dell’ideale degli annu l­
latori di A  (v. Teor. 4), il m ultiplo secondo c di un qualsiasi A -in tero  m ini­
m ale è sem pre lo stesso; infatti, detti a ed ar due A -in teri m inim ali, sì sa già 
che a ,—  a' è un  annullatore di A, ragion per cui c (a — a') =  o, onde ca =  ca!. 
Q uanto detto or ora prova l ’esistenza in A  di elementi «naturalm ente p riv i­
legiati»; acquista perciò significato la seguente

D efin iz ione 2. U n A—intero b è detto un «intero v irtuale»  se esiste 
n € Z tale che na '=  b qualunque sia l’A -in tero  m inim ale a'.

Osservazione. È  im m ediato rendersi conto che gli interi virtuali di A  ( + ,  •) 
sono tu tti e soli gli elem enti di A  del tipo k - c - a 1 y con k  e Z, con a ' A -in tero  
mininfale qualsiasi e con c caratteristica dell’ideale degli annullatori di A  ( + ,  •); 
essi costituiscono, quindi, un sottoanello di A ( T ,  •). È  anche da osservare 
che qualora esista un solo A -in tero  minim ale (onde H =  {0} ) le nozioni di 
A -in tero  e di intero virtuale coincidono (cfr. Teor. 9).
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3. Immersione

TEOREMA 5. S ia  A  ( + , * )  un  anello dotato d i A -in te r i propri, sia a' un  
qualunque A -m tero  m in im a le , sia c la caratteristica delP ideale H degli annu l­
latori d i  A,  sia b Pintero virtuale ca’ e sia g r (b) =  p. Considerato Pam plia­
mento unitario  A X Z  ( + , • ) ,  Pinsieme S elementi d i A x Z  del tipo
(Ib , — Ip), con l e  Z, risulta essere un  ideale dilaterò d i A  X Z  ( + , • ) .

Dimostrazione. D ati { l b , ~ l p ) ,  {Pb , — P p ) e S  si ha che (Ib , —  Ip) —  
P ) ~  ((/ ^0 ^ —  Ó  /0  € S, onde S è un sottogruppo di

A x Z  (+ ) .  D ati inoltre {lb , —  Ip) e S ed (at, n ) e A x Z  s iha  (*,  »)•(/£,  — lp) =
— Qb > 7^) ' (T > — (Z&ar — -j- , —  n i f i  — {nlb , —  n i f i  e S, d ’onde
la tesi. C.V.D.

TEOREMA 6. vSz<2 A (fi-,-) un anello; sia inoltre S Pideale indicato nel
Teor. 5 nel caso che A  (-)-,•) abbia un A —intero proprio , jz# invece S
l  ideale nullo nel caso contrario. A llora Panello A (-T)*) risulta immerso

nell anello unitario  —g— dalPapplicazione che associa ad ogni elemento 

x e  A , Pelemento [ x , o] =  ,{x , o) T-S e —g-Z . Inoltre , zz<z/ £<2̂ 0 zzz zzzz S ^ j o }  , 

^  v — kb {con k e Z) jz ^  [27 , o] — [o , p  — g r {b).

Dimostrazione. Se S == {0} l’asserto è banale; supponiam o quindi S=f={o}. 
In  ta l caso l’applicazione in questione è un omomorfismo in quanto risulta 
chiaram ente dalla composizione del monomorfismo naturale di A (.+ >•) in

A x Z ( + , - )  e dell’epimorfismo canonico di A x Z ( + , - )  su -A * Z { + , - ) .

Proviam o ora che si tra tta  di un isomorfismo. Infatti se x  e A  —  {0} si ha 
che x  può essere m ultiplo di b rispetto ad u n  elemento l e  Z  solo se l=j= o; 
ne discende chp —  lp= j= o. D a ciò segue che (x  , o) € S e quindi [x , o] =4=  

==f== [° > ° ] > d ’onde la tesi. Per la seconda parte  basta osservare che (v , o) —
—  (o , kp) =  {v , —  kp) =  {kb , —  kp) e S. C.V.D.

Teorem a 7 * D ati g li anelli A ( T > 0  ed A* (fi-,*) ed un isomorfismo tra 

loro, tale isomorfismo si può prolungare in  un isomorfismo tra -A * Z (~K*)

(+ ,* )  {con ovvio significato per 1 simboli). In  particolare ogni auto-ed A * x Z
S *

morfismo di un  anello A ( T , - )  si può prolungare in  un automorfismo d i

Dimostrazione. Ovvia.

Teorema 8. S ia  dato un  anello A  (.+,•) privo d i annullatori diversi da 
zero, sia inoltre c la caratteristica d i A . A llora , con riferimento alle notazioni 
del Teor. 6 , risulta  [o , kc\ =e= [o , o], qualunque sia k e Z .

24. — RENDICONTI 1972, Voi. LUI, fase. 5.
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Dimostrazione. Se la caratteristica c di A  è O, il Teorem a è banalm ente 
vero. Sia allora c =j= °- In  tal caso lo O è un A -in tero  proprio di tipo positivo, 
per cui, detto a' Punico A—in te ro . minim ale e posto m  =  g r (af)y si ha 
c = g r ( o )  =  q - m  (v. Teor. 1).

A llora [o , c\ =  [o , qm\  =  [qa' , o] ; e poiché per ogni i t A  si ha 
qa' -x  — q (al-x) =  q (mx) — (qm) x  — ex .=  o, se ne ricava che q-a'  — o, 
essendo q-a'  un annullatore. Quindi [o , c] — \Ç ' a '> °] =  [o , o], d ’onde la 
tesi. C.V.D.

T eo rem a  9. Se A (  +  ,*) è un  anello privo d i annullatori diversi da  O, 
ogni K -intero è un  intero virtuale.

Dimostrazione. R iferendoci alle notazioni ed alla dimostrazione del Teo­
rem a i , abbiam o che a — qa1 è un annullatore, onde a — qa’ ed a è un intero 
virtuale.

TEOREMA io. S ia  A  un  anello che risu lti sottoanello d i un  anello B con 
un ità , u, e tale che esista un  d  € A dotato in  B d i inverso d ' . A llora Fanello

A x Z . . -A '=  —g—- del Teor. 6 risulta isomorfo a l sottoanello A  d i  B che è generato

da A U {u} .

Dimostrazione. R iferendoci alle notazioni del Teorem a 5, si ha che 
c — i in quanto lo O è Punico annullatore di A. Allora se S=j={o} risulta 
g r  (a') =  gr  (b) — m\  dato quindi [ t , n\  e A 7, consideriamo l’applicazione 
che ad esso fa corrispondere t n u  e A. L ’applicazione è ben posta in 
quanto, se rappresentiam o [ t , n] m ediante ( t - \ - l a f, n  — lm )t onde [ t , n] — 
=  [t +  la ', n  ■— lm \ , si ha che t  +  la ’ +  (n •—- Ini) u =  t  +  la ’ A  nu  —  /  (md) d ’ =  
=  t +  la' -\-- nu  —  /  (al d) d ' =  t  -p nu  —■ la '=  t -f- nu.

L ’applicazione in questione è chiaram ente un omomorfismo; inoltre, se 
o =  t T  nu E A, allora qualunque sia g  e A  ,. tg +  ng =  o, onde tg — —  ng\ 
ne segue che t è un intero virtuale di A <2 * *h D ovrà perciò essere t  =■ la ', con 
l e  Z, onde o — tg ng — la ’g  f  ng — (Im +  n)g,  quindi Im +  n  è un 
m ultiplo della caratteristica c di A, ne consegue che [ t , n\  =  [la' , n] — 
— [o , Im +  n\  =  [ 0 , 0 ]  (v. Teor. 8), ed il nucleo dell’applicazione in que­
stione. è costituito dal solo [ 0 , 0 ] ,  d ’onde l ’asserto.

AxZSe invece S — {0} , —g—  è isomorfo ad A x Z ,  per cui basta dim ostrare

cl^e A x Z  è isomorfo ad A. Q uanto detto si può provare considerando l’appli­
cazione che ad ogni elemento ( t , n) e A x Z  associa t +  nu e A  ed osservando 
innanzitu tto  che essa risulta essere un epimorfismo; dopodiché basta far vedere 
che il nucleo di tale epimorfismo è costituito soltanto da (o , o), il che è vero 
dal m om ento che se o =  t  +  nu e A  si vede, come per il caso precedente,

(2) Si noti che, essendo d  semplificabile in Ä ( +  ,•),' esso è semplificabile anche in
A ( +  ,•), che non può quindi avere annullatori diversi da zero; il Teor. 9 assicura perciò
che /, essendo chiaram ente un A -intero, è un intero virtuale.
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che per ogni g  e A* si ha tg =  —  ng , onde t = o  e —  n =  o in  quanto, in 
questo secondo caso, A  è privo di A -in teri propri.

C o r o l l a r i o . Se un anello A  è immergibite in  un  anello B  con unità  u  
grazie ad un  monomorfismo f  : A  -> B , e se d  e A  è tale che f  (d) è invertibile 
in  B , allora Fanello ' A ' =  —  è isomorfo a l sotto anello d i  B che è generato
da f  (A) U { u } .

Osservazione. Se l ’anello A  (-)-,•) ha un A -in tero  semplificabile b, ogni 
potenza bn (con n £  N —  {o})  è semplificabile. Essendo inoltre gli elementi bn 
tu tti centrali, allora A  (fi-,-) può essere immerso nell’anello dei quozienti 
rispetto all’insieme m oltiplicativam ente chiuso costituito da detti elementi <3>; 
da ciò si deduce facilmente che il precedente Corollario può in tal caso 
venire applicato.

4 . C o n c l u s i o n e  e d  e s e m p i

Il Teor. 10 ed il Corollario ad esso successivo perm ettono di rispondere 
esaurientem ente ai quesiti posti inizialm ente. Preso infatti un anello A  ( + , •  ) 
dotato di unità u, si ha che - ( + , • )  è isomorfo ad A, in quanto A
coincide col sottoanello di A  generato da A  U {u} .  Se invece A  è un anello 
im mergibile in un corpo, il suddetto Corollario assicura che Pimmersione 
suggerita è quella più naturale.

In teressanti esempi riguardanti quanto esposto nel presente lavoro pos­
sono venire, ricavati facendo ricorso ad anelli che siano sottoanelli dell’anello Zp  
delle classi dei resti modulo un intero p.  A  volte, in casi del genere, si perviene 
a risultati che possono a prim a vista sem brare insoddisfacenti; m entre in 
realtà, dopo un attento esame, ci si accorge che essi sono del tu tto  naturali. 
Possiamo suggerire, ad esempio, di porre p  — 6 e di considerare il sottoanello 
di Z6 costituito da [o]6 , [2]6 e [4]6 . In  tal caso, una considerazione superfi­
ciale della situazione potrebbe far pensare che la più naturale immersione 
del suddetto anello in un anello unitario sia quella che lo immerge in un 
anello isomorfo a Z6 . In  realtà le cose non stanno così, in quanto l ’anello A 
ha [4]6 come unità ed anzi è un campo, in quanto risulta essere isomorfo 
a Z3 ; per cui, in tal caso, l ’immersione più naturale di A in un anello 
unitario è quella di A in se stesso o in un anello ad esso stesso isomorfo, il che 
viene appunto realizzato dall’immersione proposta nel presente lavoro.

Indicando invece con A  il sottoanello di Z8 costituito da [o]8 , [2]8 , 
M s > [6]8 i si può osservare che l’ideale degli annullatori di A è costituito 
da [o]8 e da [4]$, m entre [2]8 e [ó]8 sono i due A -in teri minimali; inoltre,

(3) Basta'«regolarsi così come nel Teorem a 17, pag. 44, di [3]. Detto Teorem a tra tta  
il caso com m utativo e si riferisce a tu tti gli elementi semplifìcabili, comunque, tenendo 
presente che gli elementi bn sono centrali, tale Teorem a può facilmente essere trasferito al 
caso presente.
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come si verifica facilmente, Fanello degli interi virtuali è dato ora dal­
l ’ideale degli annullatori. Anche in questo caso si può osservare che soltanto 
considerazioni d ’ordine psicologico, dovute alla fam iliarità che noi abbiam o 
con Z8 così come l ’abbiam o più in generale con , possono indurci a 
pensare che l ’im mersione più naturale di A in un anello unitario  sia quella 
in Z8 . In  realtà, gli elem enti di A  sono rappresentati nella m aniera vista 
sopra soltanto incidentalm ente e gli A -in teri m inim ali [2]8 e [ó]8 sono 
in A «stru ttu ralm ente indistinguibili», in quanto  l ’applicazione di A  in A  
che lascia fissi [o]8 e [4 ]8 , m entre scambia [2]8 e [ó]8 , risu lta essere un 
automorfismo. Ebbene tale automorfismo non può essere prolungato in 
automorfismo su Z8 , in quanto per l’anello Z8 esiste il solo automorfismo 
identico, sicché in Z8 si ha che [2]8 e [ó]8 vengono ad essere « s tru ttu ­
ralm ente distinti ». Ne consegue, perciò, che la situazione « parite tica » in 
cui si trovano [2]8 e [6]8 in A  viene ad essere alterata in Z8 . Ciò, però, 
non si verifica se si usa il m etodo d ’immersione da noi suggerito, secondo 
quanto  è assicurato dal Teorem a 7.
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