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SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Solutions bornées ou presque périodiques de 
Véquation non linéaire de la corde vibrante. Nota III di M a r c o  

B i r o l i  (*#), presentata dal Corrisp. L. A m e r i o .

R iassunto . — Si dim ostra il Teorem a 2 enunciato nella N ota I.

§ 5. D émonstration du Théorème 2

Considérons les problèmes.

(S>l n) un{t) +  h u i t )  +  g (t) — f ( t )  dans , H“1 {a , b)

p.p. sur [— n , +  ô o [
u (—  n) =  u '(-— n) — o

o( t) € îL e —  n , +  OO ; e1(a , b)) ,

g ( t , x) € ß ^  x)Y  P-P- sur [— n , +  o o [ x  ]a , b[

n entier positif.
Le problème (5,1*) a, Vn, une solution un {t).
Du Lemme 2 on a

(5.2) Il < C

et du Lemme 3 on a que les un(t) sont equicontinues dans E.

(*) Pervenuta all’A ccademia il 28 luglio 1972.
(**) Istitu to  di M atem atica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito usufruendo di 

una borsa di studio del C .N .R. presso l’U niversità di Parigi.

16. — RENDICONTI 1972, Voi. LUI, fase. 3-4.
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De (5,2) on a aussi
m

(5*3) J  Il «»(*)) ll’p d7) <  c1
t

t e [— n , +  00 [
t + 1  b

(S»4) j  j  <*„ O'] , x) — u„(ri , x) dv) <  r2
t a

t 6 [— n , +  oo[ .
Pour le Lem m e 1 on a alors

m  • b

1 1 (?) , x)  I dv) d# <  c3 .
t a

On peut alors, fixé t \ , e R, affirmer, sans perdre de géné
ralité, que

(S ß )  lim* un (t) =  ^  (t)
n ->oo

uniform ém ent sur [t\ , 2*2] dans E.
On peut aussi supposer, sans perdre de généralité, que

(5>7) lim un(t) — M (t)
n —>-00

dans S? (a,  b) uniform ém ent sur ( / i , / 2].
É tan t {u'n(t)} equi-continues dans £2 ( a , ff), on a alors

(S>8) lim un(t) =  u (t)
n -> 00

dans £2 (a , b) uniform ém ent sur [ / i , (%].
De (5,4) on a aussi, au moins d ’extraction de sous-suites,

(5>9) lim* g,. g

dans e1 ( |> i, t2] X ]a , b[), où a { t , x)  e C1 (ft , ft ; 21 (a , b)) et a  (f t ft) e

e f i { d î u (*, x ')) P-P- dans [ f t , f t ] x ] «  , 3 [.

De (5,6) et (5,9) on déduit que u ( f )  est solution du problèm e (1,4).
De (5,2) et (5,3) on a

Il u(t)  ||E <  c

t +1 ,r»
I I k ' ^ l l - Pd y )  < fl .

't

et, en plus, de la équicontinuité sur R  dans E de { u n (t)} on a que u( t)  est 
uniform ém ent continue sur R  dans E.

L a partie  de la thèse concernante l’existence est ainsi dém ontrée.
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Soient m aintenant u^(f) et u ^ f )  deux solutions bornées et uniform ém ent con
tinues sur R  dans l ’espace de l’energie de (1,4) et posons =  — u 2 (t).

On a
2̂

(5,10) W^(t2% ~ \ \ w { h ) \ f K +  2 «  j  | |w '( / ) Ç  d ^ O .
il

L a fonction \\w(t)\\K est donc bornée et décroissante; on a alors

lim IIw(V)||E =  N <  +  00 .
t  —  OO

De (S, 10) on a

(5 , n )

donc

donc

On a alors

+°°

J  |j ^ '(if) |î p dt  <  +  °°
— OO

=  O

i +1

lim . \\w'(yù\f 2 dv) =  o .
/->-oo J  . X

t

lim
—00

i-\- 1

Ilw (yù Û  dv) =  N2 .Ho

Considérons, m aintenant, les fonction w  (t —  n), n entier positif.
D e (s, n )  on a

1

(5>12) lim f \ \w '( t— «)| |pp d ^ = o .
00 J £.

0

On peut aussi supposer sans perdre de généralité 

(5^3 ) lim* u x (t —  n) =  UiiOQ(t)
«—>00

(5 , h )  lim* u 2 ( t —  n) =  «2,ooO
«-> OO

dans E uniform ém ent sur [ 0 , 1 ] .
P ar le même procédé utilisé dans la première partie de la dém onstration 

on a aussi
lim u ’i (f ■— n) =  u[iOQ (f)

«—>00

lim (t —  n) =  ^2,oo (t)
»—>■ 00
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dans £2 (a , B) uniform ém ent sur [0,1] ,  et on peut supposer, sans perdre de 
généralité,

lim* g± (t —  n) =  Gi'Oo
«—>00

lim* o2 (V—  n) =■ c72,oo
«—>00

OÙ CTi}0O, a 2,c>0 6 ^  (° > 1 ; Z 1 ( a  y b ) )  et CTi-,00 (t , x) € ß Uit00 (t , X ^ j  ,

ff2,oo(/, X )  G ß u2,oo ( t , p.p. sur [ o , i ] x ] ô 7) [ .

De (5,12) on a ^ i f00 ( 0  =  ^2,00 (t) et, posé ^ ( Z )  =  UitOQ(f) —  u 2>0o(t), 
on a

(S y1 S) ™co (t') =  W00

Az£/oô == t7i,oo ^2,oo ^ £^ (O , I J £  (cb , .

P ar le même procédé utilisé dans [1] pag. 148, on a =  o. 
De (1,4) on a

Il w ( t  ■— n) Il 1 d / =  —  (w' (1 —  n) , w (  1 — n))ç2 +  (w ' (—  n ) , w (—- »)) ■

1 b

(cr 1 (t — n , x) —  cj2 (t — n , #)) (ux (t —  n-, x) -— u2 (t — n , a:)) d/ d r̂.
0 a

De (S. 13) ( 5 , 1 4 ) et (5,15) on a

(5,16) lim w ( t  —  n) ~  o

uniform ém ent sur [ 0 , 1 ]  dans £°°(a , b).
Du Lem m e 1 on a aussi, é tan t u ±(t) et u 2 (t) bornées dans E,

1 b

( 5. 17) o’! (t —  n  , x) I d t  dx  <  c
0 a 

1 b

(5,18) o2 (t —  n  , x) I d t  d x  <  c .
0 a

De (5,16) (5,17) (S, 18) on a

1 b
lim
«->oo

0 a
On alors

lim [(ze/(i — n) , w (  1 — n))çt2—- (W (— n) yw  (—- n)) 2] =  — N2 .
n-+oo x x

(ox (t —  n , x) ■— G2(t — n , ^)) w (2? •— , x) d t dx =  o  .
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Donc pour n  <  n

N 2
—  ( w ' ( I  —  n) , w ( i  —  n))z2 +  (w'(— n) , w (-— «))fi2 >  —

dont
N 2— ( w r(I — n ) , w ( i — n))g2 +  (ze/'(— ^ — ni) yw (—  ̂ >  m •

É tan t e£/( )̂ bornée dans E, on a alors N =  o, dont ux(t) =
L a thèse est ainsi dém ontrée.
Le Corollaire 1 est une consequence im médiate du Théorèm e 2.
Le Corollaire 2 peut être dém ontré par une technique standard  en utilisant, 

pour les passages à la limite, des méthodes semblables à ceux utilisés dans 
la partie, concernante l’unicité, de la dém onstration du Théorèm e 2.
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