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Matematica. — Solutions bornées ou presque périodiques de 
réquation non linéaire de la corde vibrante. Nota II (#) di M arco 
B iroli (*A presentata dal Corrisp. L. A merio.

RIASSUNTO. — Si provano due lemmi che verranno utilizzati nella dimostrazione del 
Teorema 2.

§ 4. Deux Lemmes

Soit /  (t) Sp -bornée dans £p' (a , b) sur R + et uniform ém ent continue 
dans £p ( a , b) sur R + ; considérons le problème

(4.1) u n (t) +  A u  (f) +  a (t) =  f  (t) p.p. sur R + dans H “1 (a , b)

u  ( t , •) G E p.p. sur R +

u  (o) =  uo u ! (o) =  U\

a (i ) e £Ìoc (R + ; A  (a , <£)) ; a ( t , #) g ß , x) j

p.p. sur R+x]tf,£[.

Lemme 2. problème (4,1) a une unique solution u (t) G c (R + ; E) et 
Il u (t) ||E <  c, où c est une constante qui de pende uniquement de

Sup J 11/  (V) ||£'< à t , u0 , u-L .
t

De (4,1) on a

(4.2) Il«(< +  Ol i i  -  I n c o i l i  <

t  T 1

~  2 i  i  u (t > x) — a (,t> x) éy u ( t , x^j à tà x  .
I "

Si le deuxièm e m em bre est non positif on a

(4>3) Il u Q +  0 .llE ^  Il u (0  llE-

(*) Pervenuta all’Accademia il 28 luglio 1972.
(**) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito usufruendo di 

una borsa di studio del C.N.R. presso l’Università di Parigi.
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Si le deuxièm e m em bre est positif on a

*+1 1+1
f  a ( t , x) —  u ( t , x) dt dx <  J f  ( t , x) -L u ( t , x) dt dx

(4 -4)
t
Î+1J II « ' 00 lljp à t <  cx

/+1

où c1 est une constante qui depende uniquem ent de- Sup j H/OOIÎ p' dt. 

E tan t p >  2, on a aussi
t+1

\ 1/2
ll«'00IIÌUdfi <<r2.;

Il y a alors deux points tx , t2 avec tx <  t2 , zq e |/ , L +  — 

tels que

Il U' Ql) 11̂2 <  4 2̂ II ^  (̂ 2) ||02 <  4 2̂ •

On a aussi pour /  G [t , t  1]

Il « (?) Il£a <  Il U Q) ||fi2 +  ! Il u' (tj) ||j2 dvj <  Il u Q.) ||£2 +  c2 .
't

De (4,1) on a aussi

f 2
(4>S) j  II u (f) llHl dt <  y 4" (^(^2) y U &)),« +

/j
t t b

t +  —  , t  +  l
4

+ | J g ( t , x) u (t y x) dt  dx .
t x a

On a 

(4,6) (« V O . « OVV ^  Ilu ' Hj2 IIu  (V) He2

< 4 ^ 2 (1 1 «  (0 ll£2 +  c<?) <  cs \ \u ( l )  ||£2 +  cx . 

A naloguem ent on a

(4 .7) (« ' (?*) , «  (^))£2 <  c3 II U (i) |ì£2 +  Ci .

On a aussi de (4,2) et (4,4)

?+l b
3

a ( t , x) -7̂  u ( t , x)  d t  d x  <  c5
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dont pour le Lem m e i .

/ +1 b

\ g  ( t , x) I dt dx  <  Cq .

On a alors.
/2 b

tx a

+  ^6

(4>8) I \ g (/ y x) u (t , x ) d /  ̂  ̂ Il u (/) jl^i d^| -f~
il

) ( J  II U 00 ll̂ 2 dt'j <  Cq  ̂ I II U (f) ||R1 d /j . +  £7 .

De (4 ,S), (4,6), (4,7) et (4,8) on a alors

dont

donc

t 2 f2
Il «  (0  II2 1 d / <  2 <r3 II« (f) ||£2 +  || «  (0  ||*i d2?y/2 +  c8

Îl ^ (0 llRl dt  <  9̂ II u(t)  11̂2 +  c10 ,

"2J II ^  00 llE dt <  y ^  (I) 11̂2 +  cn

Il y alors t* e [t± , t2] tel que

(4 ,9) Il U ( O  IIe — 2 ^9 II U 0 )  llo2 -f- 2 611 •

De (4,1) on a alors
?+i b

W-U(î + 0 He ^  Il u (O ll| + 2 j  I ( f ( t , x )  — c ( t yx ) ) - ^ u  (t,  x) d t d x
t* a

Donc de (4,4) et (4,9)

dont

Il U 0  “t~ 0  IIe <  2 Cg II U ( t ) 11̂2 +  cvi <

<  2 y ^  (/) ||E -p r̂12 <  2 £9 II ^  (7 +  i) ||E +  O2 

\ \ u ( t  +  0  liE <  ^13 •

On peut alors affirmer que Vt € R

I\ u 0  +  0  llE ^  m a x - ( I lu  (0  I L ^ i s )
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dont, [s], on a

(4.10) Il U  (7) ||E <  m ax (m ax || u  (t) ||E , c13) .
[0,1]

L a thèse est ainsi démontrée.

LEMME 3. Supposons u 0 =  u± =  o; la solution u ( f)  du problème (4,1) 
est uniformément continue sur  R + dans Y, et on a

Il u  (t +  8) —  u  (f) ||E <  9 (S)
où

lim 9 (S) =  o
8->0

et 9 (S) depende uniquement de

SuP J 11/  OÙ 11$.' d4
t

et de
t+i

SuP j 11/(4 + s) —/(*)) 11$' dvj.
t

Observons que, é tan t du Lem m e 2

\W  (OII5* < \ \ u ( t ) \ < c Ui

u (t) est bornée dans H J et

\ \ u ( t  - f  S) —- u  (f) 11̂2 <  1̂4 • §1/2 =  9i (S ).

On peut alors affirmer que

(4 ,1 1) Il u  (t +  &)  ^  (f) ll̂ oo <  92 (S)

où 92 (S) depende uniquem ent de 9X (S) et cu .
Posons m ain tenant w 8 (t) =  u  (t +  S) — u (f) \  de (4,1) on a

l l ^ ( ^ + i ) l l | - | | ^ W I l | <
l + l  b

— 2Jj  f  /  ’ *) I f  W S ( t , x )  —  (o( t  +  S , x) —  a  ( t ,  x)) —- w s (t , d t  dx
l a

où /g  ( t , X) = f ( t  +  S , X) — /  ( t , x); donc

(4-12) i i ^ a + i ) i i 2E - i K / ) i i 2E <
ï + i  b

j  >x ) ~  * \-$ t ™8(t > x )
ï  a

d t  d x .
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Si le deuxième membre est non positif

(4 . 13) I K ( ^ + i ) I I e < ! K C ) I I e -

Si le deuxième membre est positif on a

£+1 £+1

(/K(0II£p ll/*(0ll£ d ^ " 1’ < - ? 3(§).
I t

Il y a alors deux points 2fxe [ ï , ï +  1/4 ], t, e [/ - f  3/4 , ï +  1] tels que 

Il zv'8 A )  lljj* <  Os H w t (h) ||fi2 <  cu  .

Par le même procédé du Lemme 2 on a alors

Il Ws 00 Hg2 ^  Il w s ( 0  Hj2 +  O7
Vt  € [ï , ï -j~ I ].

De (4 , 1) on a aussi

(4 -14) Il W& C) IIjjJ d /  <  (w 8 C l) , C l))j2 +  (züÿ (t2) ) ( O ) ^  +

t<L b

+  I / O C  +  S , r̂) —  o ( t , x)) ws ( t , x)  dt  d x  +

On a

(4-15)

(4 .16)

(4 . 17)

+  f s q , x )  w a q , x )  d t  d x .

I 0 Ó Ci) . w8 Ci))52 I <  Oe CP! (8) 

\(w's (t2) ,w 8C2))£a| ^  0 6  ? i(S )

if 2 b ta b

f s (t , x )  zv%(t , x )  d t d x
t! a

^  ^ C 8) I i / s C  > * ) I d 7 d ^  <

m

< SuP ( / Il/Ollj»' d*) ) 2 81/p' .

De (4 , 10) on a aussi
t + i  b

g ( t , x) u  ( t , x) d t  dx  <, c18
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dont pour le Lem m e 1 on a

m  b

j  j  I g ( t,, x )  I d t  d x  <  r lg .

On a alors
t% b

( 4 .18) j  J  (<j(t +  8 , x )  —  a ( t , x ))  w s ( t , x )  d t  d x  < 2  cn  cp3 (8) .
t\ a

De (4»i S)> (4 , i 6), (4,17) et (4,18) on a

(4 >I9) • j  II «'*(*) l£ i d  t  <  c20 V l (8) +  cn  <p2(S ).
fi

De (4,19) par les mêmes méthodes du Lemme 2, on dém ontre la thèse.
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