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[71] M. Tallini Scafati, Calotte di tipo (m , n) in uno spazio di Galois Sr,q 7.1

Geometria. — Calotte di tipo {m, n) in tino spazio di Galois S r q (*h 
N o ta r *} di M a r ia  T a l l i n i  S c a f a t i ,  presentata dal Socio B. S e g r e .

Sum m ary. -—■ This paper deals with the study of {k , ^}-caps of a Galois space Sr,q 
(r > 3 , q > 2), tha t is of the sets of k points of Sr,q for which the maxim um  num ber of 
collinear points is n. Boundaries for k ensuring tha t {k , n }-caps exist are given. Then we 
get a deeper insight of {k , ^}-caps of the type (m , n), tha t is, {k , ^}-caps having only 
m -secant and ^-secan t lines. We prove in fact that, if such a cap exists and does not coincide 
with a hyperplane or with the com plem entary set of a hyperplane in Sr,ç , then q m ust be 
an odd square and m ,n  , k  are necessarily given by  (54), (55), (62) respectively.

I. -  In  uno spazio lineare Sr ,<? (q =  Pk) definiamo secondo l’uso (ved. 
B. Segre [3]) {k  , n)-calotta un insieme K di k punti, che sia un sottoinsieme 
proprio di e di cui n ( >  2) denoti il  massimo numero di punti allineati. 
Gli interi k ed n si diranno rispettivam ente ordine e grado di K. Per evi­
tare  casi banali, supporrem o sempre in seguito q >  2.

U na {k  , n }-calotta K si dirà completa, se non è contenuta in nessuna 
{k  +  i , %}-calotta; in caso contrario si dirà incompleta. L a calotta K si 
dirà propria , o impropria, a seconda che i suoi punti siano, o meno, con­
giunti dallo spazio ambiente. Per r  — 2, la nozione di {k  y n }-calotta coin­
cide con quella di {k  y n }-arco (cfr. [ 1 ], [4], [5]). Nel seguito supporrem o 
r  >  3-

D ata una { k  , ?z}-calotta K, denoteremo con ts (s =  o , 1 , • • •, n) il 
num ero delle ^-secanti di K, cioè delle rette che incontrano K  esattam ente 
in v punti distinti. Gli interi ts saranno detti caratteri della calotta. L a calotta 
K si dirà ad l  caratteri, se per essa sono diversi da zero esattam ente /  
distinti dei caratteri ts (si noti che deve essere tn =J= o). Essa si dirà di tipo 
(m1 , , • • •, mi^x , n), con m ± <  m 2 <  • • • <  mi- 1 <  ny se i suoi caratteri
diversi da zéro sono soltanto tmi , tm% , • • - , tmi_1 , tn. Chiameremo specie della 
calotta K il più piccolo intero m =  m ly per cui si abbia tm =j= °.

Nel presente Lavoro ci occupiamo dello studio delle {k  y n }-calotte in 
generale,, per poi fissare l’attenzione sulle calotte a due caratteri. R elativa­
m ente a queste ultim e determ inerem o com pletam ente i valori di q , m  , n e k  
affinché esistano { k , ^}-calo tte  di tipo (m , n) in Sr>Çy secondo quanto espresso 
dalle Proposizioni IX , X, X I, X III , X IV .

(p) Lavoro eseguito nell’am bito del Gruppo Nazionale per le stru tture algebriche e 
geometriche e loro applicazioni del C.N.R.

-(**) Pervenuta a ll’A ccademia il 25 luglio 1972.
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2. -  Proviam o la seguente proposizione:

I) — Data in Sr^  una { k , n}—calotta Kj per i suoi caratteri ts 
(p ~  °  > 1 ? * * * ) w) sussistono le seguenti relazioni'.

(O
n

S * , =  (QrQ~-l)/Ql,

(2)

(3)

ove si è posto'.

(4)

X  Sts =  kQ
s =  1 r — 1 )

2  s 0  —  0  t, — k (k — 1) ,
s =  2

Qä =  q* +  ÿ'5- 1 4-------+ $ , +  i .

Dimostrazione. L a (1) segue subito osservando che le rette di Sr>? sono 
in num ero di:

' Qr \ / lQl
( ; ) / (  q2i } = ( q . q - i)/q 1-

La (2) si prova com putando il num ero delle coppie ciascuna costituita 
da un punto di K e da una re tta  per esso: una prim a volta osservando che 
una ^-secante di K individua s coppie siffatte (secanti distinte dando luogo 
a coppie distinte), onde com plessivam ente il loro num ero è dato dal primo 
m em bro della (2); una seconda volta tenendo presente che ognuno dei k punti 
di K  individua coppie suddette (punti distinti individuando coppie
distinte), onde il loro num ero complessivo è dato dal secondo m em bro della (2).

L a (3) si ottiene com putando il num ero delle coppie ciascuna costituita 
da una coppia di punti di K e dalla re tta  per essi: in un primo modo notando 
che una ^-secante di K individua  ̂  ̂ ) coppie siffatte (secanti distinte dando 
luogo a coppie distinte); in un secondo modo osservando che il num ero cer­
cato coincide col num ero delle coppie di punti di K, ossia ^  j •

Sussiste la seguente proposizione di im m ediata verifica:

II) — Un (h >  2) di Sr>g che abbia almeno due punti in comune con la 
{k  , n^-calotta K, la interseca in una { k f, rì}-calotta  K7, con k' <  k , n' <  n, 
ad l  caratteri, con l  <L l  e di specie m' >  m. Inoltre si ha t's <Ç ts (s =  o , 1 , • • • ,n).

Si ha che:

I I I )  -  Per la specie m di una {k  , n}-calotta K di STyg risulta'.

(5) m <  n  —  2 .

Dimostrazione. Sia 71 un piano passante per una ^—secante di K. Esso 
interseca K (cfr. Proposizione II) in un { k r, n }—arco di specie m ’ !> m.  Per 
la Proposizione II di [5], risulta m ' < n  — 2, onde l’asserto.
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Proviam o che:

IV) -  Per una {k  , n}-calotta K, per la quale sia \i il p iù  piccolo intero 
positivo tale che K possieda rette [L—secanti, si ha\

(6) k < ( n — i) qQr-2 +  p.

Dimostrazione. Se P e K è un punto di una [A-secante, le  Qr~\ —  i =  qQr_2 
rette distinte da essa passanti per P, hanno al più ciascuna n — i punti in 
com une con K, distinti da P. Ne segue la (6).

Si ha infine che:

V) -  Data una {k  , n}-calotta K in Srtq di tipo (m± , m 2 ,--- ,  nii_x , n), 
l'insieme complementare SrtÇ— K risulta una { k f, n'}~calotta, K ', di tipo 
(m'i , m2 , • • •, m'i'^i , n'), ove è:

(7) k ’ =  Qr —  k , n' =  q p  i —  mx , m x =  q 1 —  n ,

m's =  q fi- i — m ^ s+1 per s =  2 , • • •, /  —  1.

K ' verrà detta la calotta complementare di K.

3. -  Sia K una {k , n }-calotta (n <  q) completa di specie m  di Sr>?. In 
questo num ero ci proponiam o di determ inare una limitazione inferiore per k.

Le coppie (P, s) costituite da un punto P esterno a K e da una ^-secante, 
L Per P sono in num ero di N =  (g +  1 — n) tn . Poiché K è completa, da ogni 
punto P esterno a K passa almeno una ^-secante j  di K e quindi P individua 
almeno una coppia (P, s), ond’è:

(8) N =  (y +  i — n)tn> Q r — k,

il segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, per ogni punto P esterno 
a K passa una sola ^-secante di K. Supponiam o dapprim a m > i .  R isulta 
(per s =  m , ‘  ̂ - , n —  1) sts >  mts e quindi:

n — 1 n — 1
(9)

s =  m s =  m

il segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, ts =  o, per s =  m +  i , • • •
• • - , n —  i, cioè se, e soltanto se, K è di tipo (m  , ri). Dalle (i), (2) e dalla (9) 
si ha:

( 10) *Qr- 1 >  tn (Qr Q ,-i)/Q i +  tn {n — ni),

il segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, K è di tipo (m , ri). D alla 
(io), tenuto conto della (8), si ha infine:

Di') mQr-1 (Qi—.«) +  Qi (n — m) 0
Qi (Q r- i  Qi — nQr- i - \ - n — m) ’

il segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, esso vale contem poranea­
m ente nella (8) e nella (9), cioè se, e soltanto se, la calotta è di tipo (m , n)
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e per ogni punto esterno a K  passa uha sola ^-secante. Nel n. 4 proveremo 
che non esistono calotte siffatte, dunque nella (11) non può valere il segno 
d ’uguaglianza.

Supponiam o ora m  =  o. Si ha:

n — 1 n—1
IL l S ŝ d i  2  4 =  ( Q r  Q r - l ) l Q l  —  4   4 >
s =  l  s== 1

in forza della (1); il segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, K è di tipo 
(o , 1 , n) oppure (o , n). Dalla (2) e dalla precedente disuguaglianza si ha:

(I2) ^Qr-i >  ( Q r  Q r - i ) I Q i  ' 4  +  4 ( n  — 0  >

il segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, K è di tipo ( 0 , 1 ,  n) ovvero 
(o , n). D ’altra parte, per la (1) si ha:

( I 3) .(Qr Qr-l)!Ql — h =  £  ts >  4 ,
J — 1

il segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, K è di tipo (o , ri). Dalle 
(12) e (13) si ha:

(!4) kQr-1 >  nt„,

il segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, esso vale nelle (12) e (13), 
cioè se, e soltanto se, K è di tipo (o ,n).  In virtù della (8) e della (14) si può 
dunque scrivere:

05) k > _______ nQr________
Q r—1 Qi — n Q r-1 +  n ’

il segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, K è di tipo (o , n) e da ogni 
punto P esterno a K esce una sola ^-secante; ciò è m anifestam ente assurdo 
(perchè allora K si ridurrebbe ad una n-p ia  di punti allineati), onde nella (15) 
non |)uò valere il segno d ’uguaglianza. Notiam o che la (11), per m  =  o, 
fornisce la (15). Possiamo pertanto concludere con la seguente proposizione:

V I) -  Per una {k  , n}~calotta completa di Sr>q di specie m >  o, si ha\

f T6^ k  "> +  Qi (n — m ) 0
 ̂ ' Qi (Qr-1 Qi — n Q r - 1  - r  n  — m )  ^  *

Osserviamo che la (15) si stabilisce indipendentem ente dalla condizione 
ni =  o; tu ttav ia  per m ~(=0 la ( 11) è più espressiva della (15), essendo il 
secondo m em bro della (11) m inore del secondo m em bro della (15).

Fissati r yq yny sia il massimo di k , per cui esista una {k  , n } -
calotta propria. La determ inazione di tale intero M.r,q,n è della massim a 
im portanza per lo studio delle calotte di Sr,ç. Evidentem ente una { M r,g,n , n} -  
calotta è completa. Deve dunque aversi, per la (16) e la (6):

(!6)l Qr
m Q r-i (Qi —■ n) +  Qi {n ■— m) 

Qi (Qr—i'Q i — nQ r-i -f  n — m) (n 1) qQ̂ r .̂2 ~j~ ^  •
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Ne segue che è:

(ï6 )2 m  <  lim <  n —  i .
? -> oo g

4. -  Occupiamoci ora delle { k , n }-calotte proprie di Srj!? a due carat­
teri, iniziando dai casi più semplici e cioè da quelle di tipi (o , n) , (m , q +  1), 
(1 ,-n) , ( m  , ^).

La Proposizione V i l i  del n. 5, pag. 279 di [6], afferma che:

V II) -  In  STfq non esistono calotte d i tipo (o , n), con 2 <  n <  q — 1.

Dalle Proposizioni V II e V segue subito che;

V i l i )  -  In  SrfÇ non esistono calotte di tipo (m , q -j- 1), con 2 <  rn <  q — 1.

Evidentem ente, una calotta di tipo (1 , q ’ +  1) risulta un iperpiano di ST)q 
(in quanto un sottoinsieme di Sr>q che goda delle proprietà di contenere ogni 
retta che ha con esso a comune due punti è uno spazio subordinato e, se non 
possiede rette esterne, è un iperpiano). P erd a  Proposizione V, si ha allora che 
una calotta di tipo (o , q) di Sr;q è il com plem entare di un iperpiano. Osser­
viamo infine che non possono esistere calotte K di tipo (o , q +  1), perché, 
se P è un punto di una calotta siffatta e Q un punto esterno a K, la retta PQ 
dovrebbe appartenere a K, e ciò è assurdo, perché Q è esterno ad esso.

Q uanto ora provato e le Proposizioni V II e V i l i  si* possono riassum ere 
nella proposizione seguente:

IX ) — In  Sr}q una calotta di tipo (o , n) può esistere soltanto se n — q, 
nel qual caso essa è il complementare di un iperpiano. Analogamente, non può 
esistere una calotta di tipo (m , q +  1), tranne nel caso in cui sia m — 1 ed 
allora essa risulta un iperpiano.

Consideriam o ora una calotta K propria di , di tipo (1, n), potendo 
supporre, p e r 'la  Proposizione IX , n < q .  Se k è il num ero dei punti di K, 
la calotta risulta un insieme kntr>qi secondo le notazioni di [6], non contenente 
rette. Per n =  2, ovvero n ~  q, in forza delle Proposizioni V e VI del n. 4, 
pag. 277 di [6], siffatti insiemi non esistono (in quanto un insieme kn,r>q per 
n =  2 ovvero n — q contiene sem pre rette). D unque possiamo supporre 
3 <  ^  <  q —  i- Intersecando K con un S3, si ottiene un insieme &'n,3,q, 
privo d i rptte e quindi non singolare (cfr. [6], n. 2). In forza della Proposi­
zione XV, n. 6, pag. 283 di [6], si ha che, se è q >  4, un siffatto insieme k'n̂ ìq 
non può esistere (in quanto un insieme per q >  4 contiene sem pre delle
rette). Essendo 3 < n < q — i, rim ane allora da esam inare la sola possi­
bilità che esista una calotta K, di tipo ( f , n) in S>%>, con ^ =  4-, » =  3. 
Proverem o che siffatte calotte non esistono, in quanto, per r =  3, la loro 
esistenza conduce ad un assurdo. Infatti, dalle (1), (2), (3), per r =  3, q =  4, 
n =  3, si ottiene:

h  17-21 , ^ + 3 / 3  =  2 1 ^  , 6 t z ^ k ( k —  1).
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Elim inando tx e t3f si giunge alla seguente equazione in k\

k2 — 64 k  -f- 1071 =  o, 

che non am m ette radici intere, onde l’asserto.

Concludendo, si ha la seguente proposizione:

X) -  In  Sr>q non esistono calotte d i tipo (1, n), qualunque sia n ( <  q). 

Dalle Proposizioni X e V si ha che:

X I) — In  Sr)q non esistono calotte di tipo (m , q), qualunque sia 1).

In  base ai risu ltati stabiliti in questo num ero, nello studio delle calotte 
di tipo (m  , ri) possiamo senz’altro supporre:

(17) 2 < m < n < q — 1.

5. -  In  questo num ero esaminerem o le calotte K di S3>!? di tipo (m , n) 
con 2 <  m <  n <  q —  1. Utilizzerem o i seguenti risultati, stabiliti in [5], n. 7, 
relativi agli archi di tipo (m , n) di un S2^:

X II) -  Se esiste un { k ' , n }—arco di tipo (:m , n) d i S2j  ̂ (2 <  m  <  n <  
<  q —  1) , k' deve soddisfare Vequazione'.

(18) k 2 — kr [1 +  Q i (n m — 1)] +  fnnQz =  o ,

inoltre n — ni deve dividere q {= p h), cioè (dovendo essere n — ni >  2, cfr. (5) 
di [5], n. 2):

(19) n —  m = p l , i < I <  h — i .

U n piano di S3>̂  interseca K (cfr. Proposizione II di [5]) in un { k ' , n } -  
arco di tipo (m , n)y ove k f soddisfa alla (18). Proviam o che è assurdo 
supporre l’intero k\ fisso al variare del piano in S3)(?. Infatti, se così fosse, 
considerando i punti di K  distribuiti sui piani per una ^-secante, si avrebbe 
k =  (/è' —  n) (q +  1) ~Y n y m entre, ragionando in modo analogo per una 
^ -se can te , si avrebbe k =  (k’ -— m ) ( q +  1) +  m. U guagliando i due valori 
di k si trae m  =  n y il che non può essere.

Ne segue che l ’equazione (18) am m ette due radici intere positive distinte, 
kx e >é2 . Per fissare le idee, supporrem o k x > k 2. Denotiam o con CS l’insieme 
dei piani di S3>̂  che intersecano k in un {k± , ^}-arco ; per quanto  detto, esso 
non è vuoto e non coincide con la to talità  dei piani dello spazio.

Sia r  una fissata ^ —secante di K. D etto u il num ero dei piani di $ 
passanti per essa, si ha (considerando i punti di K —  r  d istribuiti sui piani 
passanti per r  e osservando che i q +  1 — u piani per r  non appartenenti 
a 0? intersecano K in un {k 2 , ^}-arco):

(20) u =  \k — k<i (q -f- 1) +  nq)l(kx — k2) .
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A nalogam ente, se  ̂ è una ^ -se c a n te  fissata, di K, detto v il num ero dei 
piani di cT passanti pei essa, risulta:

(21) . v =  [k — k2 {q +  1) +  m q ] /^  —  k2).

Dalle (20) e (21) si deduce che u  e v restano fissi al variare della ^ -secan te  r  
e della ^ -se c a n te  s ed inoltre che è u > v. Si ha allora che Tinsieme 3 di piani 
risulta una calotta di tipo (v , u) nello spazio duale di S3^ . Precisam ente le 
^ -se c a n ti  di K, nello spazio duale, sono le ^-secanti di 3 e le ^ -secan ti di K 
sono le secanti di 3.

Proviam o anzitutto  che non può essere v — o: infatti, se così fosse, scelto 
un piano n1 intersecante K in un {kx , ^} -arco  e denotata con una ^ -se c a n te  
di tale {k ± , n }-arco e quindi di K, essendo v =  o, per ^ non dovrebbero 
passare piani di 3, m entre tc1 è un piano di 3. A nalogam ente proviam o che 
non può essere u =  q +  1. Infatti, se così fosse, scelto un piano n2 in terse­
cante K in un {k2 , ^} -arco  (certam ente esistente, in quanto 3 non esaurisce 
tu tti i p iani dello spazio) e denotata con r  una ^-secan te di tale {k2 , ^} -arco  
e quindi di K, essendo u  =  q .+  1, tu tti i piani per r  dovrebbero appartenere 
a 3, m entre tu2 non appartiene a 3. Per le Proposizioni X, X I del n. 4 e per 
quanto ora provato, si ha allora che i caratteri v , u di 3 debbono soddisfare 
alle seguenti limitazioni:

(22) 2 < v < u < q — i .

In forzä della Proposizione II I  del num ero 2, si ha poi che:

(23) u —  v >  2 .

Dalle (20) e (21) si trae:

(24)
(n — ni) q
k\ —

Poiché k x e k2 sono le due radici della (18), risulta:

(25) k2 =  yA2 ,

ove si è posto:

(26) A2 =  [1 +  Qi (n +  m  —  i)]2 —  4 nmQ2,

ossia denotando con A2 il discrim inante della (18). Poiché n ■— m  soddisfa 
alla (19), dalle (24) e (25) si ha:

(27) u — v = p A+lj f ^ .

Dunque, p  essendo primo, dovrà essere:

(28) A 2 = p 2t , o <  t <  k  +  / .
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R isultando, per le (22) e (23), 2 <  u — v < q, in forza delle (27) e (28), si ha:

2 <  p h+l~f < p h 

e quindi 1 < h Jr l  —  t < h ,  da cui:

(29) /  ~j~ I fL t h -f- /  •— i .

Dalle (26) e (28), con facili calcoli si ha:

pït  —  (fi —  n i f  ~  q[q (fi -^ffi  —  i)2 —  4 nmQ1 +  2 (n +  ni) (n +  m  —  1)].

Tenuto conto della (19), la precedente relazione si scrive:

(3°) (p2V~l) —  1) p 21 — q \ q (n  -\-m  — 1 /  -— 4 nmQl +  z (n  +  in) (n +  m  —  1)].

P e r la  (29) [risultando 2 ( t — /) > 2 ] ,  il primo m em bro della (30) e un intero 
positivo. Dalla (30) segue allora che è:

(31) 2 l >  h,

(infatti, se fosse 2 / <  k, dividendo a m em bro a m em bro la (30) per p 21, si 
otterrebbe u n ’uguaglianza ove il primo m em bro sarebbe diverso da zero e 
non divisibile per p, m entre il secondo m em bro sarebbe divisibile per p). 
D alla (30), con facili calcoli ed in forza della (19), si ha:

(32) [2 m  —  (<q — p l +  i ) ] 2 =  p^t-b  —  ÇpW-h —  Çq2 +  ^  +  0*

Proviam o che nella (31) vale il segno di uguaglianza. D alla (29) si ha: 
2 t  —  h <  h +  2 /  — 2 <  A +  2 /  —  i e quindi

(33) p 2t~h < q p 2l- x.

Se fosse 2 /  >  >̂ , si avrebbe:

(34) . —  (p2l~h —  i) (q2 +  q +  0  <  — p 2/- /l~ì (q* - f  q - f  1) ,

onde, som m ando le (33) e (34). e tenendo conto della (32), si otterrebbe:

[2 m  —  (q —  p 1 -f  i)]2 <  qp2l~x —  p^l~h~  ̂ (^2 -f. 1) =  —  p2i-h-i 4- j) }

il che è m anifestam ente assurdo. Si è così provato che è:

(35) h =  2 l ,

e quindi che q (== p h) è un quadrato.
D alla (32), in forza della (35)-, si ottiene:

(36) m  =  [q —  ] / q + i  ±  p*jyq]l2 .

Dalle (19), (36) e (35), si ha poi:

(37) n =  [ÿ +  Vç +  I ±  //V ÿ ]/2  .
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Dalle (35) e (29), si ha:

(38) (h +  2)/2 <  t  <  (3 h —  2)/2 .

Le (1), (2) e (3) attualm ente forniscono

(39) tm + t H =  +  1) Q2 , rntm +  ntn =  kQ2,

m (m —  1) tm +  n ( n — 1) 4  =  k (k —  1) .

R icavando tm , tn dalle prim e due equazioni (39) e sostituendo i valori trovati 
nella terza, si ottiene:

(40) k2 ~  k [ i  +  Q2 (n +  m —  1)] +  nmQ2 (q2 +  1) =  o .

L a (40) è u n ’equazione cui deve soddisfare l’ordine di K. D enotiam o con A3 
il discrim inante della (40), ossia poniam o

(41) ■ A3 =  ( i  + -Q 2-(tt +  / « --- i)]2 ---4 ^ Q 2 ( ^ 2 +  0 -

Sostituendo le (36), (37) nella (41) si ottiene:

(42) A3 -  Q2 —  p ^}  +  q$.

Dovendo essere A3 >  o (in quanto  la (40) am m ette radici intere), dovrà aversi 
h <  t (infatti, se fosse t <  h, dalla (42) si avrebbe, essendo p 2(h~0 :— 1 >  1 e 
2 t  > X  per la (38), A3 =  q* __ Q2 [^2(ä-o —  ij <  ^  _  Q2 ^2/ < q^ —  Q2q =

■ =  '— q (Ç +  L) <  o, il che è escluso, essendo A3 >  o). Dalla (38) allora si ha:

(43) h < t  < h 4- hj'Z .

L a (42) può scriversi:

(44) A3 =  q2 [Q2 — I) +  q] .

Poiché A3 deve essere un quadrato  [la (40) am m ettendo radici intere], l ’intero 
Q2CP2{t~h)—  1) +  q dev ’essere un quadrato . Esiste dunque un intero D tale 
che:

(45) D 2 =  Q i ( j * i- K> — i) +  q,

o nd’è, per le (44), (45):

(46) =

L a (40) am m ette allora le radici:

(47) k =  [1 +  Q2 in + m -— 1) ±  çD]/2 .

Risolvendo l ’equazione (18) e tenuto  conto della (28) che fornisce il discri­
m inante di tale equazione, si ha:

(48) kx =  [1 +  Qi (n -f- m — i ) + A ] / 2 >

(49) ^2 =  [1 +  Qi (» +  m — 1) — A]/2 •
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Dalla (20), tenuto conto delle (47), (48), (49), ed inoltre delle (36), (37), 
con facili calcoli si ha:

(50) 2 u =  Ql + p  2 ± D f f f -K

Poniamo:

( 51 ) K  — i u  —  — p A - i+ W '

ove A  è un intero, essendo h pari e h - — t -\-.hj2 >  o, per la (43). Dalle (50),
(51) , si ha:

p*^h K  =  ±  D

e quindi, per la (45):

pfUi—h) A 2 =  Q2 — i) +  q =  Q2 f - * )  — (ÿS +  ï) ,

da cui:

(52) ÿ2 +  ! = ^ ) ( Q 2 _ A2).

Il prim o m em bro della (52) non è divisibile per p. Lo stesso deve quindi 
accadere per il secondo m em bro e ciò si ha (essendo Q2 — A2 un intero) 
se, e soltanto se, risulta:

(53) t =  h .

Tenuto conto delle (36), (37), (45), (47), (48), (49) e della (53), si conclude 
con la seguente proposizione:

XI I I )  -  Se esiste in un S3>q una calotta K di tipo (m , n), con 
2 < , m < . n < L q  —  1, deve essere q un quadrato dispari, inoltre deve aversi 
{posto e ==■ i t  i):

(54) . m =  [q +  I — iq  (i — s)]/2 ,

(55) n =  \q +  I +  fq  (i +  e)]/2,

(SÖ) k =  j K I =  [1 - f Q 2 (ÿ + e Vÿ )  ± q i q \ l 2 ,

(57) =  [1 +  Qi  (3 +  s ]/q) +  q]/2 ,

' ( 58) Ì 2  =  [ L + Q l ( f + ^ ? ) - # ,

<9  ̂ ki e yè2 denotano g li ordini degli archi, sezioni piane di K.

6. -  Sia K una calotta di tipo (m , ^) di Sr>ÿ ( r > 4 . , 2 < m < n < q  — 1). 
Le (1), (2), (3) attualm ente forniscono:

(59) lm +  4  =  (Qr Q r-i)/Q i , ^4* +  « 4  =  k Q r-i ,

(m —  i ) tm +  n (n — 1) tn — k (k —  1) .
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R icavando tm., tn dalle prim e due precedenti equazioni e sostituendo i valori 
trovati nella terza, si ottiene:

(60) yè2 —  k  [i +  Qr- 1 (n + m  —  r)] +  nm  (<Qr Q r-i)IQ i =  o .

Il discrim inante Ar di tale equazione è:

(6 ï) Ar =  [i +  Qr_i (n +  m  —  i)]2 ;— 4 nm (Qr Q ^_i)/Q i.

U n  S3 di Sr>q interseca evidentem ente K in una calotta di tipo (m , n). 
Per la Proposizione XI I I ,  q deve essere un quadrato  dispari ed n i , n  devono 
essere dati dalle (54) e (55). Sostituendo questi valori di m  ed n nella (61), 
si ottiene Ar =  qr. Risolvendo la (60) si ha infine [tenuto conto delle (54)
e (SS)]:

(62) k  =  [i +  Qr_i (q +  s l/q) ±  (l/q)r]l2 .

D a quanto  precede si ha:

X IV ) -  Se esiste in un  Sr>q ( r >  3) una calotta K  di tipo (m , n), con 
2 <  m  <  n <  q —- 1, q dev'essere un quadrato dispari; inoltre m  , n e k  debbono 
essere rispettivamente dati dalle (54), (55), (62), ove s =  ±  1..
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