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Equazioni differenziali. — S u l problema della stabilita asintotica (*h
N ota ( } di L u ig i S alvadori, p resen ta ta  dal Socio G. M ira n d a .

Summary. — Some theorems on asym ptotic stability for ordinary differential equations 
are proved by using" two L iapunov functions. Two criteria given by M arachkov and M assera 
respectively, are generalized and connected to each other as corollaries of the same theorem. 
Furtherm ore, it is shown tha t M assera’s criterion is actually a criterion of equiasymptotic 
stability.

Il Teorem a di L iapunov sulla stabilità asintotica (uniforme) della solu­
zione identicam ente nulla di una equazione differenziale del tipo x  ==/( t , x), 
x e R n , f  (o , t) = o, è stato, com ’è noto, variam ente modificato con lo scopo 
di rim uovervi l ’ipotesi che la funzione ausiliaria V sia dotata di estremo supe­
riore infinitesimo. T ra  queste modificazioni sono classiche quelle espresse 
da due Teorem i di stabilità asintotica (semplice) dovuto l’uno a M arachkov 
(cfr. [3]) e l ’altro a M assera (cfr. [4], Teorem a 15). Questi Teoremi appaiono 
molto diversi tra  di loro. Nel prim o l’ipotesi predetta viene elim inata sotto 
la condizione c h e /  sia lim itata; nel secondo non si suppone niente circa la lim i­
tatezza d i / ,  m a si rafforza l’ipotesi di negativa definitezza della derivata di 
V lungo le soluzioni dell’equazione differenziale.

Nella presente N ota si m ostra in primo luogo come, richiedendo re s i­
stenza di due opportune funzioni ausiliarie V, W, invece che di una sola, 
sia possibile pervenire ad un teorem a generale di stabilità asintotica (Teo­
rem a 2.1) dal quale si possono derivare come corollari, particolarizzando 
in un modo od in un altro la funzione W, entram bi i Teorem i di M arachkov 
e di M assera. A parte la loro generalizzazione, si consegue cioè il risultato che 
questi ultim i sono effettivam ente teoremi di una stessa specie. Il procedimento 
col quale si perviene alla dimostrazione si ispira ad una idea di LaSalle 
(cfr. [2]).

In  secondo luogo, si fornisce un teorem a di stabilità equiasintotica (Teo­
rem a 2.3), facente anch’esso uso di due funzioni ausiliarie. È da rilevare che 
il Teorem a di M assera è un corollario anche di quest’ultimo teorema; cosicché 
il Teorem a di M assera è in effetti un teorem a di stabilità equiasintotica.

A vvertiam o, infine, che il modo con cui si è fatto uso di due funzioni 
ausiliarie nello studio della stabilità asintotica è diverso da quello che si
trova espresso nei Teorem i di M atrosov in [5] ed in teorem i similari.

('*) Questo lavoro è stato svolto nell’am bito di un rapporto di cóllaborazione scientifica 
tra  le U niversità di Louvain e di Napoli con il contributo del Fonds N ational de la Recherche 
Scientifique (Belgio) e del Consiglio N azionale delle Ricerche (Italia).

(**) Pervenuta all’Accadem ia il 4 agosto 1972.
(1) J. L. Corne ha ripreso questo metodo e nuovi risultati, concernenti anche varianti 

del concetto di stabilità, si troveranno in un suo lavoro di prossima pubblicazione.
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1. -  Per ogni p >  o denotiam o con Sp la sfera ( x  e R* : 11*11 <  p}> 
essendo |j-|| una qualche norm a per R ”. Sia una tale sfera e sia I un 
intervallo ] t  , +  oo[ con t  e [—  o o , - f  oo[. Consideriamo l ’equazione diffe­
renziale

( i . l )  ir = f ( t , x ) ,

essendo /  : I X -> Kn u n ’applicazione continua e tale che per ogni (t0 , Xq) e 
e I x S ^  esista una sola soluzione m assimale dell’eq. (1.1) relativa alle condi­
zioni iniziali (tQ , x 0). Denoterem o questa soluzione con x(p , t0 j.xQ). Suppo­
niam o infine f  (t ì o) — o, cosicché l’eq. (1.1) am m ette la soluzione x  — o.

Per una funzione V  : I x S ^ - > R  indicheremo con D+ V la m assim a deri­
vata destra del Dini lungo le soluzioni dell’eq. (1.1), cioè l ’applicazione di 
I x S ^  in R u } “ 0 0 , ! 0 0 } tale che V (£ , #) € I x S ^  si abbia

D+ V ( t , x) =  lim sup {hr1 [V (t +  h , x ( t  +  h , t , x)) — V (/ , x)]} .
k - > o +

Se V  è localmente lipschtziana rispetto ad x y questa derivata può essere espressa 
direttam ente m ediante / ;  può cioè essere calcolata senza conoscere le soluzioni 
delPeq. (1.1). Sia infine c : R + R+ una funzione, continua e strettam ente 
crescente, con c(o).=  o; una tale funzione, seguendo H ahn  (cfr. [1 ]), si dirà 
di classe K.

R ichiam iam o ora, per comodità, i Teorem i di M arachkov e di M assera 
ai quali abbiam o dianzi accennato.

1.1 TEOREMA (M arachkov). -  Supponiamo che per Peq. (1 .1 ) esistano 
una funzione continua V  : I X S^ R  ed un numero p e ]o , p.[ tali che in 
IX S P sia: (oc) f  lim itata ; (ß) V  definita positiva; (y) D +V definita negativa. 
Allora , la soluzione x  — o delPeq. (1.1) è asintoticamente stabile.

1.2 Teorema (M assera). -  Supponiamo che per Veq. (1.1) esistano una 
funzione continua V : I x S ^ - ^ R ,  un numero p e ]o , p,[ ed una funzione  
c : R+ -> R+ di classe K  tali che in I x S p sia: (oc) V  definita positiva\ 
(ß) D+V ( ^ , ; r ) < —- c ( V ( t yx)). Allora , la soluzione x  =  o delPeq. (1.1) è 
asintoticamente stabile. 2

2. -  D im ostriam o ora il seguente

2.1 TEOREMA. -  Supponiamo che per Peq. (1.1) esistano due funzion i 
continue V  : I XS^ -» R, W  : I XS^ -> R, un numero p e ]o , (a[ ed una fu n ­
zione c : R+ -> R+ di classe K verificanti in  I X Sp le condizioni seguenti: 
(oc) V  e W  siano entrambe definite positive\ (ß) D+V ( t , x) <  —  c (W ( t , x)); 
(y) D+ W  sia superiormente od inferiormente limitata. Allora , la soluzione x  =  o 
delPeq. (1) è asintoticamente stabile.

Dimostrazione. -  L a soluzione j  =  o è stabile in virtù del Teorem a di 
L iapunov sulla stabilità semplice e delle ipotesi (a), (ß). B asta dunque provare 
che essa è a ttra ttiva . S tante la stabilità, per ogni t0 e I esiste a(t0) e ]o , p[
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tale che per ogni x 0 e SG la soluzione massimale x ( t , t 0 , x 0) esista in tu tto  
l’intervallo [/0 , +  op[, verificando la condizione || x ( t , t0 , x 0) || <  p W  >  t0 . 
Supposto dunque tQ e I ed r 0 e S a) proviam o che x  ( t , t0 , x 0) -> o per / ^ + o o .  
S tante il carattere di W  di funzione definita positiva in I x S p, basta per ciò 
dim ostrare che W (/ , x ( t , t0 , xfi) -> o per t +  oo. In tan to  per ogni yj >  o 
e per ogni t'0 > t 0 e siste un / > / J  tale che W ( / , , t0 , *0)) <  7]. In  caso
contrario, difatti, l’ipotesi (ß) im plicherebbe V (/ , x ( t , t0 , #0)) - » — oo per 
t +  oo, in contrasto con Tip. (a). Ciò premesso, sia D+ W  superiorm ente 
lim itata in I X Sp. Supponiam o per assurdo che esista un X >  o tale che per 
ogni T  >  o esista un t  >  t0 +  T  per il quale W  (t , x ( t  , t 0 , xfi) >  X. Tenendo 
conto di quanto abbiam o ora provato, si riconosce allora che devono esistere 
due successioni divergenti { f }  , { f / }  tali che per ogni i  e {i , 2 ,• • •} si abbia 
t; < t'/  < t 'i+1 ed inoltre

D ata  poi la proprietà supposta per D+ W, Vz e {1 , 2 , • • •} si ha /'•'— / ' • > / >  o 
con /  indipendente da v e  quindi, in virtù dell’ip. (ß),

col secondo m em bro indipendente da i. Si riconosce cioè che V ( t , x  ( t , t0 , xfi) 
decresce in ognuno degli infiniti intervalli [/'•, t'/\ di una quantità superiore 
sempre ad uno stesso num ero strettam ente positivo. Poiché, sempre per 
Vip. (ß), la funzione V  (/ , x  ( t , t0 , xfi)  è decrescente in tu tto  l’intervallo 
I / o  , +  oo[, ne ' segue l ’assurdo V  (t , x ( t , t0 , xfi) -> —  00 per t -> +  00. 
A nalogam ente si procede se D+ W  è inferiorm ente lim itata in I x S p. Il Teo­
rem a è dunque com pletam ente provato.

2.2 OSSERVAZIONE. -  Il Teorem a I.I di M arachkoy è un corollario del 
Teorem a 2.1. D ifatti le ipotesi del Teorem a 1.1 implicano il verificarsi delle 
ipotesi del Teorem a 2.1 con la medesim a V e con W  =  il * il- Il Teorem a 1.2 
di M assera è anch’esso un corollario del Teorem a 2.1, come si riconosce assu­
m endo in quest’ultimo W  =  V.

Sussiste il seguente altro

2.3 T e o r e m a .  — Supponiamo che per Feq. (1.1) esistano due funzion i con­
tinue V  : I XS^ -> R, W  : I XS^ R, un numero p E ]o , p,[ ed una funzione  
e : R+—> R + di classe K  verificanti in I x S p le condizioni seguenti: (a) V  sia 
inferiormente limitata (2>; (ß) W  sia definita positiva\ (y) D+V ( t , x) <  
—' c ÇN ( t , x ) f  (S) D+ W  ( t , x) < 0 .  Allora , la soluzione x  — o delVeq. (1.1) è 
equiasintoticamente stabile. 2

(2) Ringrazio J . L. Corne per averm i fatto notare che l’ipotesi su V in questo teorem a 
poteva essere indebolita rispetto alla (a) del precedente Teorem a 2.1.

XV ( / / ,  x ( f i , Iq , Xq)') 2 , W  (pi, x (p i , Iq , xp)') —  X ,

—  <  w ( t , x ( t  ; t0 , * 0 »  <  x v / e ]/;•, ti [ .
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Dimostrazione. -  L a soluzione x  =  o è stabile in virtù delle ipotesi 
(ß)> (t)- Basta dunque provare che essa è equiattrattiva. Intanto, stante Tip. 
(ß)> esiste una funzione a : R + -3- R+ di classe K tale che W ( t , x) >  a (|| ar ||) 
V ( / , r ) e I x S p. Inoltre, supposto t() e I, assumiamo, come nella dim ostra­
zione del Teorem a 2.1, a(t0) e ]o , p[ in m aniera che per ogni x 0 e S0 la solu­
zione m assim ale x ( t , t0 , x 0) esista in tu tto  l ’intervallo [t0 , +  oo[ verificando 
la condizione \\x ( t , t0 , *o)\l <  P W  > /0 . Sia v e ]o , p[ e sia r 0 e S o . Esiste 
un t0 >  t0 tale che W  (Yq , x ( t '0 , t0 , x 0)) <  a(y). Nel caso contrario difatti si 
avrebbe, in virtù dell’ip. (y),

V ( t , x { t , ìq , x 0)) —  V (t0 , x 0) <  — k(y) (t —  t0)

con h(y) =  c(a(y)) >  o, e quindi V  ( t , x ( t , tQ , x 0)) —  00 per / ->  f  00, in
contrasto con Tip. (a). Allora, grazie all’ip. (§), è

W ( t ,  x ( t , t o  , * 0)) <&(?) V t > t g

e quindi \ \ x ( t , t0 , x 0)\\.< v W  >  t'ü . L a soluzione x  — o è dunque a ttra ttiva. 
Per provare che essa è equiattra ttiva, osserviamo che se A  e ]o , +  00[ è una 
costante tale che, conform em ente all’ipotesi (a), si abbia V ( / , # ) > — A 
V ( t , x)  e I x  Sp, si può certam ente assumere t '0 in m aniera che

(2.1) t0 — V (4 , *0) T A

Pertanto, posto X(*0) =  m ax {V (/0 , x 0) : ||^ 0|| <  a ( /0)}, le differenze /0
che si ottengono m ediante la (2.1) per t0 fissato, al variare di x 0 in S0 , si pos­
sono tu tte  m aggiorare con uno stesso num ero positivo T  (/0 , v) dato da 
(X(/o) +  A)/A (v). Il Teorem a 2.3 è dunque dim ostrato.

2.4 OSSERVAZIONE. -  Se nel Teorem a 2.3 si assume W  =  V , si ottiene, 
come corollario, il Teorem a 1.2 di M assera, il quale è dunque, effettivamente, 
un teorem a di stabilità equiasintotica.
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