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Meccanica. — Su alcune formule approssimate per i sistemi mec­
canici non autonomi(#). Nota II (**} di G iovanna  B oschi P e t t in i , 
presentata dal Socio D. G r a f f i .

SUMMARY. —  The A uthor exposes some applications of the results of the first note, 
in particular to the double pendulum .

I. -  Si consideri un sistema meccanico che, riferito a coordinate , <72, 
presenti le seguenti espressioni per la parte T 2 dell’energia cinetica, di secondo 
grado nelle §q , q2 e per l’energia potenziale V:

( 0  T 2 =  — (Aj q\ +  2 q2 +  A 2 ç|)

(2) v  =  - ( c ^ l + c 2ÿi)

dove Ai , B , A2 , Ci e C2 sono coefficienti per ora costanti e positivi (escluso 
al più B) e tali che B2 < A i A2.

Supposto l’energia cinetica del sistema T  =  T2, ricerchiam o le condizioni 
stru ttu rali per cui si possano avere m oti con qx (t) =  q% (t) =  q (/).

Dalle equazioni di Lagrange si ha subito:

(3) (Ai +  B) ÿ =  — Ci q , (A2 +  B ) ç  =  — C2q

e quindi deve essere verificata la condizione strutturale:

(4) (Ai +  B )C 2 =  (A2 +  B )C i .

Supposta dunque valida la (4), trasform iam o T2 e V  in coordinate nor­
m ali Qi e Q2 ponendo:

(5) 9l Va Ql
1 0 1 O 4- Cl 1 

’ q2 ~  Vä ^  C2 Vß-Vß '

con (1):

(6) oc — Ai -j~ 2 B -j~ A2 , P =  AV ~ 2 ^ B +  f  ^

(*) Lavóro eseguito nell’am bito dell’attiv ità  dei G ruppi di R icerca M atem atici del
G.N.R.

(**) Pervenuta all’Accadem ia il 31 luglio 1972.
(1) Come si verifica facilmente, a  e ß sono positivi.
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Si ha così, tenendo poi conto di (4):

(7)

(8)

con:

T  =  —2

r  C2
Ai— 2 - L B + - r A 2

Ai +  2 B +  A2 Ai2 1 2 ^2  a .2
y. ■ v i  +  — ^ Q 2 +

+ Vaß

V:

c! (A * +  B) (Ai +  B)] Ò, Q2 =  }  (Q? +  Ql)

Ci
^  - ' + t  ( ‘ +  - è )  <*] -  7T  (Cl -  C2 £ ) Ql Q2

— ! X Q i  ! <4 q !)

(9) 2 Ci 4" C2 2 Ci / . Ci
* “  ;  : ^ “ t I '  +  c ì

Ciò posto, supponiam o ora i coefficienti A i , A 2 , B , C i , C2 variabili len­
tam ente col tem po (cioè funzioni di ir =  zi) però soddisfacenti ancora alla (4), 
in un certo intervallo [o , L] (L >  o e del resto arbitrario).

Allora, per le (7) e (8), l ’espressione di V  in funzione di Q i , Q2 rim ane 
la m edesim a, m entre la T  risulta somma di un term ine di secondo grado 
nelle Q; (i — 1 , 2) espresso dalla (7), di term ini lineari nelle Q*- (i =  1 ,2 )  
e term ini indipendenti dalle Q; (i =  1 , 2). Più precisam ente, la lagrangiana 
assume la form a (2) della N ota precedente ove:

( io ) '•2 =  -  (Ql +  Ql- 2
<*>1 Ql <°2 Q2)

e, dì conseguenza, vale la nostra soluzione approssim ata che, come si è detto, 
dipende solo da £2 (2).

Pertanto, tenendo presente la (5), .si può scrivere:

* 1 =  sen (I  “ > (-t) d/ +  yi) — 1 / i S f sen ( / “ 2v ) d* +  ^

( i o

^  ~  1 /  V Z V  s e n  (  /  W 1  +  T l  )  +  I  s e n  (  /  “ 2 ( T )  d (  +  Ï 2

(2) Si può anche supporre che nella Lagrangiana espressa mediante le q. {i ■= 1 , 2) 
intervengano termini, del tipo q.q .  e q{ q. (i , j  =  1 ,2), term ini lineari in qi ({i e termini 
dipendenti solo da t . Nella [1] (citata nella prim a Nota) sono indicate le condizioni affinché 
la lagrangiana nelle Q; abbia la forma: £2 d -s £ i +  s2 £0,
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Si noti che, se le condizioni iniziali sono tali che ò4 o =  o, risulta in ogni 
istante q1 (t) =  q2 (t) e quindi, se i coefficienti dell’energia cinetica e potenziale 
soddisfano la condizione stru ttu rale  (4) e variano molto lentam ente col tempo, 
possono aversi moti per cui è in ogni istante di un intervallo [o , L/s] e con un 
errore dell’ordine di s , q1 (t) — q2 (t).

2. -  Come caso particolare consideriamo il seguente problem a relativo 
al bipendolo [1] di lunghezza variabile.

A d un solido pesante Sx di baricentro G±, girevole attorno ad un asse ax 
fìsso ed orizzontale, è collegato un secondo corpo pesante S2 di baricentro G2, 
girevole attorno ad un asse a2 solidale con Sx e parallelo ad ar . Sia n il piano 
verticale in cui si m uove Gr . Tale piano incontri a± e a2 rispettivam ente nei 
punti Oi e O2 ; O i , O2 e Gì siano allineati, inoltre anche G2 si m uova su tt.

Con opportuni dispositivi si faccia in modo che la distanza h  di Gì da 
Oi e la distanza 4  di G2 da O2 non si m antengano costanti nel tem po come 
nel caso del bipendolo ordinario m a siano funzioni del tem po cioè l± — /1 (/),
4  =  4  (f).

Allora, dette m i. ,m 2 le masse di Si e S2 , l i  e I2 i m om enti di inerzia 
rispettivam ente di Si rispetto ad un asse per Gì norm ale a n e di S2 rispetto 
ad un asse per G2 pure norm ale a n, supporrem o li e I2 costanti nel tempo, 
come la distanza r  di Gì da O2.

Ora, se 0i e 62 sono gli angoli (orientati in senso antiorario) che Oi Gì 
e O2 G2 formano con la verticale orientata verso il basso, l’energia cinetica del 
sistema ha la seguente espressione (vGi e vGz velocità di Gx e G2 rispettiva­
mente):

(12) T =  ~  (li 0i +  I2 02 +  m 1 vGl +  m 2vGz) 

cioè, con semplici calcoli, si ha <3>:

(13) T =  — (li 0i +  I2 02 +  m ± li -f m1 il  df) +

+  y  r )2 +  À2 +  l ì  02 —

—  2 [(A +  r) 4  0i — h  4  02] sen (0i — 02) +

+  2 [(A - f  f)  4  0i 02 +  A  4 ] cos (0i —  02)} .

(3) Basta tener presente che, detti r x e r 2 i versori di Gì — Oi e G2 — 02 rispetti­
vam ente e fix e U2 i versori ottenuti rispettivam ente ruotando nel piano tu e r 2 in senso
antiorario  di 71/ 2 , -si ha:

VGi ~  4  *̂1 T 11 öl fl\ \ ” Ôjj T 4  *̂2 ~{~ 4  02 w2 •
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Per l’energia potenziale del sistema si ha poi:

(14) V — — m 1 gli  cos 0X — m 2 g  [(4 +  r) cos 0! +  4  cos ©2] •

Ricaviam o, ora, le equazioni di Lagrange e, posto in esse 0-l =  02 =  0, 
ricerchiam o le condizioni affinchè il bipendolo ruoti come un corpo rigido. 

Con semplici calcoli si ha:

(1 5) [li +  mi A2 +  m2 (li +  r) h  +  m2 ili ’+  r f ]  0 +  2 [mi li li +  m2 (li +  r) h  +  

-{-m2 (h +  r) li] 0 =  —  [mi fa +  m2 (fa +  r)] g  sen 0

(16) [I2 +  m2 l i  +  m2 (li +  r) I2] 0 + 2  m2 (fa fa +  A I2) 6 =  — m2 h g  sen 0.

Ora, affinchè le (15) e (16) siano com patibili per ogni valore delle condi­
zioni iniziali per 0 e 0, devono essere soddisfatte le relazioni:

(17) m ih  m2 (h +  r) — F if) m2 h

(18) mi li li +  m2 (li +  t)  (li +  4 ) — F (t) m212 (h +  I2)

(19) h  +  mi l i  +  m2 (li m2 (li +  r f  =  F (t) [I2 +  m2 l i  +  m2 (li +  r) I2]

ove F  (/) indica una funzione del tempo.
M oltiplicando la (17) per (li + 4 )  e poi sottraendo fra loro la (17) così 

modificata e la (18) si ha:

(20) m ih'h — o

da cui, necessariamente, si deduce che h  è costante.
Elim inando poi F it) fra la (17) e la (19) si ha:

(21) [li +  mi i l  +  m2 (h +  r) h  +  m2 (h +  r f ]  m2 h  =

== [mi h  +  m2 (h +  r)] [I2 +  m 2 l i  +  m2 (li +  r) I2] .

da cui si deduce che anche li è costante.
Quindi, a rigore, il moto del bipendolo come se fosse rigido può avvenire 

solo quando li e h  sono costanti.
Però, lim itandoci intanto a considerare le piccole oscillazioni del bipen­

dolo, T2 e V assumono la form a (1) e (2) con i coefficienti espressi da:

(22) Ai =  li +  mi l\ +  m2 (li -{-rf  ; A2=l2  +  W2/| ; B =  m212 (li +  r)

Gì =  mi gh  + m 2 g  (h +  r) ; C2 =  m2 gh  

sicché la (21) è equivalente alla (4).
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Ora, per quanto si è osservato nella N ota precedente, se l\ e /2 sono 
variabili però in m aniera infinitam ente lenta (cioè h =  h (e t ) ,  h  =  k  (ztf) 
ed è soddisfatta la (21), con opportuna scelta delle condizioni iniziali si 
possono avere moti in cui, nei limiti delle nostre approssimazioni, risulti 
01 =  02 cioè il bipendolo si m uove ancora, approssim ativam ente, come un 
corpo rigido.

B i b l i o g r a f i a

[1] Cfr. T. Levi Civita e U. Amaldi, Lezioni d i Meccanica Razionale, Zanichelli (Bologna) 
Cap. V II, § 4.


