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Meccanica. — Sz alcune formule approssimate per i sistemi mec-
canici non autonomi . Nota 1Y di Grovanna Boscur PerTINI,
presentata dal Socio D. GRAFFI.

SUMMARY. — The Author gives a simple proof for the approximate formula for the
oscillations of a mechanical system in which the constraints and the potential are variable
very slowly with time.

I. — In una Nota precedente [1], valendomi della teoria degli invarianti
adiabatici e riprendendo anche ricerche di G. Aymerich [2], ho esposto un
metodo di integrazione approssimata per le equazioni dei piccoli moti intorno
ad una posizione di equilibrio stabile qualora i vincoli e il potenziale siano len-
tamente variabili nel tempo (1,‘)7. In altre parole, ho, in sostanza, considerato un
sistema meccanico a 7 gradi di libertd (in questa Nota, per brevita di éspo-
sizione, ho supposto 7 = 2) la cui lagrangiana, con opportuna scelta delle
coordinate Q;, ha l'espressione:

© 0=0Q, Q%) ; T=¢4 i=1,z2,

dove ¢ ¢ il tempo, € un parametro molto piccolo cheé caratterizza la lentezza
con cui variano i vincoli e il potenziale ®. Inoltre, per l'ipotesi dei piccoli
moti, la lagrangiana contiene al piti termini di secondo grado nelle Q; e Q; .

In queste Note, valendomi di una trasformazione introdotta nella mecca-
nica non-lineare da Van der Pol [3], ma opportunamente modificata, ho
ritrovato anzitutto i risultati del lavoro precedente ‘per una via assai piti sem-
plice. Inoltre (e questo risultato mi sembra di qualche interesse) ho potuto
rimuovere lipotesi piuttosto restrittiva, ma necessaria quando si applicano
gli invarianti adiabatici ® (e anche applicando una trasformazione analoga
a quella di Kryloff~Bogoliuboff), per cui non esista alcun valore di 7 tale
che Q; = Q, = o all’istante iniziale o, pit brevemente, che in quell’istante
tutte le coordinate e le loro derivate rispetto al tempo siano discoste dalla posi-
zione di equilibrio.

Esporremo pill innanzi le formule approssimate per Q; e Q;; osserviamo
pero sin d’ora che esse sono valide con un errore dell’ordine di ¢ e per un

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi:diRicerca Matematici del
C.N.R. ' ‘

(**) Pervenuta all’Accademia il 31 luglio 1972.

(1) Piu precisamente ho supposto che le forze ammettano potenziale funzione espli-
cita del tempo # e variabile lentamente al variare di'#, 'intende considerando costanti le
coordinate lagrdngiane: '

(2) Poiche la lagrangiana dipende esplicitamente dal tempo, il sistema meccanico &
non autonomo.

(3) Cfr. [1], & 4.

9. — RENDICONTI 1972, Vol. LIII, fasc. 1-2.
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intervallo di tempo [0, L/e] (L > o e del resto arbitrario) e che, sotto oppor-
tune condizioni, potrebbero estendersi anche a tutto 11ntervallo di tempo
o, o0).

Come applicazione dei risultati ottenuti, ho considerato un sistema mec-
canico soddisfacente a particolari condizioni strutturali per cui, nell'ipotesi
che la lagrangiana non dipenda esplicitamente dal tempo @, possano aversi
moti con ¢, (#) = ¢,(¢), dove ¢, e g, sono coordinate lagrangiane espressive
dal punto di vista meccanico. Ho dimostrato che, se quelle particolari condi-
zioni strutturali sono soddisfatte, istante per istante, possono ancora aversi
moti, nei limiti della nostra approssimazione, per cui 7, ()= ¢,(#). In parti-
colare ho ricercato se un bipendolo di lunghezza variabile pud muoversi come
un corpo rigido ed ho dimostrato che tale moto ¢ possibile solo nelle nostre
approssimazioni e se sono soddisfatte istante per istante le ben note condizioni
strutturali.

2. — Nella [1] si & provato che la lagrangiana del sistema si pud mettere
nella forma:

(2) =2 [ + QO — i (O} — 3 () QF] +

+ e [a(®QU + 2(")Qe + M (D)1 + Mo (D)X Qs +
+ A1 (7) Q1 Q2 + No2 (7) Q2 Q] +
+¥M®+%©%+%@@+m®@+m®%+
+ (a2 () + 291 (7)) Q1 Qo] = 05 + €2, + €29

dove ® (1), (), A(7) sono funzioni note di v = ez, e con ovvio signi-
ficato di L2, 1 e L. Sulle o (%), a(t), A(7) faremo le stesse ipotesi di conti-
nuita e derivabilitd in [o,L] (L >0 e del resto arbltrarlo) della Nota [1];
inoltre in [0, L] si supporrd e, (7), w,(7) positive e diverse fra loro.
Tenendo presente che, se f(7) & una funzione derivabile di =, risulta ®:

) @ =F@) = LD = o)

le equazioni di Lagrange si scrivono:

) Q1+ i Q1 = e o1 —M2) Q2 + 2 F1(Q1, Qo)
(s) Q2+ @3Qz = e(M2—2a1) Q1 + 2 Fa (Q1, Q2)

(4) Questa ipotesi verra meglio precisata in seguito (Nota II).

(5) Per semplicitd tipografica scriveremo, ove non vi sia luogo a equivoco, mi invece
di cof (7), e cosl per gli altri-simboli.

(6) Indichiamo dunque con f” (%) la derivata di f (t) rispetto a t e con f(7) la derivata
di f () rispetto a £
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ove si & posto:
©  Fu@Qi, Q) =|[2a — ) 0y oy — 4]

I

d7\12

. ) Q1+ (dm + oy —

Per risolvere le (4) e (5) introduciamo nuove incognite ,(f), uy(f), v, ®
e vy(#) legate alle Q1,Qz,Q1, Qs dalle relazioni in cui ™:

%) 0u(5) = fwl @, wo=| (o)

(8) O = ;‘%’) sen b1($) + 20 <’) cos B (#)

©) Qe =725 sen B2(t) + 722 cos (1)

(10) O = Yoy 13(2) cos b3 (8) — va 01(2) sen 6, 2
(1) s = Voop 13¢) cos 0a(r) — Yo v () sen 02 (2) .

Derivando la (8) rispetto al tempo e confrontando poi il risultato con la
(10), si ha:

(12) 1 0+ -— o
V: ksen 1 VK; 2 o
Derivando la (10) rispetto al tempo e sostituendo poi nella (4), riesce:

(13) Yoo 2 cos 6 — Yo 9, sen 6 =
o . )

Riunendo le due condizioni (12) e (13) si ottiene un sistema di Cramer
che, risolto, porge (si ponga per brevitd Aes — Mg = M):

= & |(ha1— hi2) Q2 —

'

U =c¢ o sen01Q1+e 2 cos 0, Q2 —
2V W (8]}
) 0
e ___1_ cos 61 Q1 + €2 <=L F (Qy, Qo)
2(.01'/ V

che, tenuto conto di (8), (10) e (11), diventa:

'

(14) i¢1=—321 ulcoszel—I—ez
1

0y
7, sen 2 61 +
w1

+ er l/ ::—f (us cos 01 cos B2 — v, cos 01 sen 0s) + €2 CVOS_SI F1(Q1, Q2)

(7) Nella trasformazione di Van der Pol non compaiono i fattori Vori,Ves oi loro
inversi. L’introduzione di tali fattori rende assai pit agevole I'integrazione approssimata delle

(4) e (5).
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e, in modo analogo:

3 .o 0)1 (.01
(15) b= o uysen 2014 ¢ To vlcos‘zel—

— &\ ‘/—— (#4 sen By cos 62 — v sen 01 sen 0) — ERaa — R (Q1,Qq).

Poiche analoghe formule valgono per u, e vy, il sistema (4) € (5) ¢ stato
ridotto ad un sistema del primo ordine in 7, , v; , %y e v,. Siano POl %49 , V19,
g0 , Vg rispettivamente i valori iniziali di %, , vy, Uy € Vg, fac11mente calcola-
bili mediante (8), (9), (10) e (11) con i valori iniziali di Q; e O); (G=r1, 2).

Per ottenere un’integrazione approssimata delle (14), (15) osserviamo
anzitutto che, per proprietd delle equazioni differenziali, prefissato un numero
n >0 e del resto arbitrario, esiste un intervallo di tempo [0, %) in cui:

(16) |, —ws)| <m 5 |oi—u,| <nm, i=1,2.

In questo intervallo, gli ultimi termini delle (14), (15) sono ® o(e?),
inoltre, sempre per (14) e (I5), % e © sono o(e).
Ora si ha, tenendo anche presente la (3):

'

oy d d [ o
€ ulcoszel—s T gy senzel——ea —5 %y sen 2 01| —
4o; 407
d [ o ‘ w d [ef
—eg —f—lT #y sen 20—« 12 %, sén 261=~—E—H [ 2y sen 2 01| + o(e?)
4 o) 4 o] 4

e in modo analogo si ha anche:

1 e d
vy sen2 b = —
1

4 dr

+ o(e?).

) )
—5 vy cos 26
©

Si ha poi, con considerazioni analoghe:
Wy
er ‘/ > (3 cos 01 cos B2 — v, cos O1 sen 63) =
1

= % e\ ‘/Z—i [cos (01+02) 25— sen (01 4-02) vy + cos (01— 02) 225+ sen (61— 02) v ] =

1 d N
T2 Y\ v N

Tor (or - o0 (sen (01 + 02) 25 + cos (61+ 62) vy) -
©os

Vw—l(“)l““wz

) (sen (61 — 02) 25 — cos (61 — 02) vy)| + 0 (e?).

(8) Diremo che una funzione f(#) & in un certo intervallo, un o (e”?) quando
| f(#)] <e#N(et), con N (ef) continua, positiva e limitata in.quell’intervallo. Ovviamente:

d (1 d® (1 o s
ar () =0 g (4 =o@ =12
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Tenendo presente tutti i risultati ottenuti, si pud allora scrivere la (14)
nella forma: ‘

’

\ . d [
(17) %1=—%sﬂ [ulsenzel—f—zflcoszel]:%_
*ZK;LL [sen (61 + 02) 25 + cos (01 + 02) vy] —

Vo1 (@1 + og)
Ve

Vv(.\)—l ((1)1 — W3

— 22 - [sen (61— 02) 25 — cos (01 — 0) z5]} + o (e2).

Ora, posto il complesso di termini racchiuso fra parentesi graffe, molti-
plicato per 1/4, uguale ad una funzione ® £ di 0,, 0, , s, ,v;,, che & limitata
in [0, /%), e osservato che l'ultimo termine &, sempre in [0, %), maggiorato
da 2N (ef) (N (ef) = 0), nella parte comune ai due intervalli [0, %) e [0, L/e],
si puo scrivere:

¢

(19 ) — | < e[ FO—F @)+ [NEydr<

0

gs]f(t)~f(o)[—l—s'fN(T)d‘rgM1s

dove M1 & un numero positivo. In modo analogo si ha:
<19> ]%2<t>'—‘u201 SMZE ) |‘Z/,'(l)—‘U,'ol/£ R;E, i=1 ) 2.

ove Mz, R1 e Rz sono numeri positivi.
Ora, scelto £ in modo che sia:

(20) M;e<n , Rie<ny, i=1,2

con il ragionamento della [1] si prova che 4 > L/e cio¢, in tutto Iintervallo
[0, L/e], con un errore di ordine inferiore a 7, o, se si vuole, dell’ordine di e,
le #; e v;(7 = 1, 2) possono ritenersi costanti valendo, in questo intervallo,
le (18) e (19).

Allora, per le (8) e (9), e con un errore dell’ordine di ¢, si puo scrivere:

¢ ¢
u, ..
(21) Q; = —==sen | &,(7)d¢+ > cos | w;(7)d¢, i=1,2.
Vo, Ve
0 0
Ora, posto (Jy9, d99, Y1, Yo costanti):
(22) wi, =Y 239; cosY; , wv,=7V29; sen¥,, i=1,2

(9) Per brevith scriveremo: £ (0,6, v) = f(2).
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dalle (21), (10) e (11) si ha:
(23) Q,= V;m——ngh sen ( J‘wi (v) dz+ Y;) ; Q,- = Vzél—ﬁo)?cos ( /m, (v) dz+ Y,~>,

i=1, 2.

La validitd delle formule ora trovate potrebbe estendersi all’intervallo
[0, 00) con le considerazioni e le ipotesi di [1], 4, ma su cid non insistiamo.
Piuttosto, sempre conforme alla Nota citata, osserviamo che i valori delle
Q; e Q;(?=1,2) dipendono solo da £ e non da o e ;.
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