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Fisica matematica. —• Alcune soluzioni a simmetria cilindrica 
della equazione relativistica di N avier-Stokes ^ . Nota I ^  di M atilde  
Pasqua , presentata dal Corrisp. C. C attaneo .

Summary. — We determine and discuss the exact stationary solutions of the relati
vistic N avier-Stokes equations for a viscous fluid dragged by two coaxial cylindres moving 
uniformly parallel to the axis.

I. Introduzione

N ell’am bito della relativ ità ristretta, ci proponiam o di trovare soluzioni 
esatte dell’estensione relativistica della equazione di N avier-S tokes per un 
fluido viscoso compreso fra due pareti cilindriche coassiali, cui si impone 
di traslare con velocità costante parallelam ente al comune asse oppure di 
ruotare uniform em ente rispetto ad esso. Supporrem o che il-fluido sia com pri
mibile e conduttore di calore e ricercherem o le soluzioni per le quali un conve
niente flusso termico assicuri condizioni di completa stazionarietà.

In  questa prim a N ota prendiam o in esame moti di puro scorrimento paral
lelam ente all’asse dei cilindri. Note le velocità di traslazione dei due cilindri, 
le tre equazioni indipendenti cui il sistema relativistico di N avier-S tokes 
si riduce tenuto conto della sim m etria cilindrica, consentono, nelle supposte 
condizioni di stazionarietà, la determ inazione univoca del campo di velocità. 
Restano ancora disponibili due relazioni che^ completate con u n ’equazione 
di stato e con la legge di conduzione del calore, rendono determ inata anche 
la distribuzione delle grandezze term odinam iche.

L ’attendibilità dei risultati conseguiti riguardo alla distribuzione della 
velocità è conferm ata da un duplice controllo:

1) al limite non relativistico essa si riduce alla corrispondente distri
buzione classica;

2) al tendere ad infinito dei raggi dei due cilindri, la loro distanza 
rim anendo costante, il campo di velocità si riduce alla soluzione dell’equazione 
relativistica di N avier-S tokes per un fluido trascinato da due superfici piane 
parallele [2].

2. Ipotesi e convenzioni

Siano @1 e £2 due superfici cilindriche coassiali indefinite e di raggi r± 
ed r2 (rx < r 2). In  un riferim ento inerziale rispetto al quale (?i si trova in quiete, 
a 0 2 si impone di muoversi con velocità costante parallela all’asse. (L ’ipotesi (*) (**)

(*) Lavóro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per la Fisica M atem atica del
C.N.R.

(**) Pervenuta a ll’Accademia il i° agosto 1972.
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che <Si abbia velocità nulla non è restrittiva perchè a questa situazione ci si 
può sem pre ricondurre con una opportuna trasform azione di Lorentz). Sce
gliamo coordinate spaziali cilindriche (r, z  , 0) =  (x1, x 2, x 2) con l’asse z  sovrap
posto all’asse dei cilindri e poniamo x* =  et; la m etrica spaziotemporale sarà 
allora:

ds2 =  g ik d xz dx? =  d r2 +  d^2 +  ^  d02 —  c2 dt2 (i , k  =  1 , 2 , 3 ,4 ) .

Supponiam o che lo spazio compreso tra  (?i e (?2 sia riem pito da un fluido 
viscoso of aderente alle pareti. Adottiam o le equazioni di moto per un fluido 
viscoso postulate da E ckart [1]

( 0  Vt- W 2> =  o

dove W lJ è il tensore energia impulso avente la forma

AT7 : u3 +  p s 3 -|------(g* u3 +  q3 u ) —  pi

(2) p'I =  X̂ :

sij =  g ij +  té  u j .

sik sjl (dk u] +  9/ uà  —  - j  sij skl dk ut

Nelle precedenti espressioni si è indicato con u  — (V) il vettore unitario 
del genere tem po * parallelo alla 4 - velocità di of, (u* % =  — 1), con w  la 
densità propria di m assa propria e con q , p , X e n rispettivam ente il flusso 
di calore, la pressione, il coefficiente di viscosità e la densità num erica delle 
particelle di of. Supporrem o che la funzione di stato p  (n , w) sia no ta e che A 
possa considerarsi costante. Ricercheremo le soluzioni per le quali tu tte  le 
quantità sono indipendenti da z  , 0 e t, la parte spaziale di q è d iretta rad ia l
m ente e la velocità è ovunque parallela all’asse z , (u1 =  u2 =  o). Tenuto 
conto delle ipotesi fatte, l’equazione di continuità

(3) V,- (W ) =  O

risulta identicam ente soddisfatta.

3. D istribuzione di velocità

Tenuto conto delle ipotesi fatte, l’equazione (1) risulta identicam ente 
soddisfatta per j  =  3, m entre per j  — 1 , 2 e 4 dà rispettivam ente:

(4)

(s)

II
£

|è dp
dw

dw  , dp 
dr ' dn

il 0

dW 12 - -  w 12rd r

(6) dW 14 
d r -— -  w 14.r
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Integrando le (5) e (6) si ha

W 12 =  —
r

w 14 =  —
r  ’

con c± e c2 costanti di integrazione. Esplicitando W 12 e W u  m ediante le (2), 
si ottiene:

(7) — ç1 =  x̂r [(1 +  («2)2) 4̂] +

(8) — ^  M4 =  \ c  [ tl2 'll4 U2 -f- (  I -f* (2̂ )2) d± ^4] ~f~ —~~ *

M oltiplicando la (7) per u4/u2 e confrontandola poi con la (8) risulta

(9) [(I +  O 2)2) ^ 2  +  «2 % « J  +  =

=  [^2 « 4 3i ^ 2  +  (—  I +  « ) 2) 3i « 4] +  —- ,

dove si è posto

K
ci
~kc k2 2̂

X*

Tenuto conto della relazione (^2)2 — (u4)2 =  —  1, esprimiamo la (9) 
in funzione di u2 che indicheremo semplicemente con u; ricordando inoltre 
che nelle ipotesi fatte tu tte  le grandezze sono funzioni della sola r, la (9) 
diventa

d u 
d r + 4 "  0 + u2) + u * = o .

L a soluzione u (r) della (io ) conterrà, oltre alle due costanti kx e k2ì una 
terza costante che deriva dairin tegrazione della (io) stessa.

Due di queste costanti sono determ inate dalla condizione che il fluido 
aderisca alle superfici dei due cilindri:

(11) u  (r±) = o u  (r2) =  Ti.

L a terza costante va messa in relazione con il flusso di calore attraverso 
la superficie del cilindro di raggio rt ; risulta infatti dalla (8), per u2■= o e 
u4 — i, che

/ N j

L a (io ) si può in tegrare per separazione di variabili:
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Confrontando la (12) con la relazione

fi 3)
du

( I +  u2) -
=  / dy = y

Vi + i

che si ottiene in modo analogo dalla equazione di un fluido viscoso trascinato 
da due piani (cfr. [2] form ula (22)), si è condotti alla soluzione:

y I +  ß2 (tg a ln —  +  ß — ß ] / 1 +  tg2 a In — ì
(14) « =     '   1------- —  r ì

I — ß tg a In —r

che si ottiene dalla soluzione della ([2], (22)) sostituendo ad y  la quantità

In —r

(.̂ 1 — oc \  I -f- ß k2 =  a ß ) .

Le due costanti a e ß restano determ inate dalle due condizioni u (r2) =  û 
e <1 Cr i )  =  Ç1 e precisamente:

dalla (8) segue:

i 1?) aß =  h  =

e dalla (14)

i J + ß 2 ( t g a l n —  +  ß — ß. | / 1 +  V a l n — )
(16) ü =  -  v ____ ^ ________i - ___ :_____ ü Z - .

1 — ß tg' cx ln. —

4. L imite classico e comportamento asintotico

Per essere accettabile la soluzione trovata deve soddisfare ai seguenti 
requisiti:

a) al limite non relativistico (c 00) la distribuzione di velocità deve 
ridurci alla corrispondente soluzione classica

In —
(17) V =  V ---- — ,

In —
r2

con v(r^) =  0, v ( r 2) — v (cfr. Landau-L ifshitz, Fluid Mechanics, p. 58, Per
gam on Press, 1958).

b) Se si fanno tendere i raggi rx ed r 2 ad infinito m antenendo costante 
la loro differenza, si deve riottenere la soluzione corrispondente ad un fluido 
relativistico trascinato da due piani [2].
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Per verificare la condizione <2) osserviamo ch eap e r la  (15) si ha 

C18) lim aß =  o anzi più precisam ente lim ß =  o.
£->00 C-̂ OO

Infatti se fosse lim a =  o avrem m o lim w =  o corrispondente al modello
c —> OO , c —> 00

banale di un fluido in quiete. Ne segue che:

0 9 ) lim u =  tg  a In
r  2

Tenendo presente la relazione

vjc
Vi— v2jc2

e le (18) e (19) si ottiene subito la (17).
Ci lim itiam o a considerare la condizione è) nel caso in cui k% =  o:

(20) u  =  tg In — K
arctg ;

In ri

Di fatto ciò non è restrittivo in quanto la più generale soluzione (16) si può 
ottenere dalla (20) m ediante una trasform azione di Lorentz come nel caso 
piano.

Posto ri =

rt—>00

II + , r  =

In - ri

arctg ü  lim ri + T
^ ° o  ln n

ri -p l
=  arctg

e quindi

(2 I) u =  tg  ay , a — ~  arctg ri

che è esattam ente la ([2], form ula (23)).

5. D istribuzione delle grandezze termodinamiche

Per poter determ inare la distribuzione delle densità e il flusso termico 
è necessario sfru ttare com pletam ente le (1) (di cui si è usata finora una sola 
conseguenza scalare), ed inoltre fare uso di una legge di conduzione del calore:

(22) q =  F  (w  yn  , di W , di n , u \  dk té)

cioè di una legge di dipendenza del flusso calorifico dalle variabili w  , n  , u* 
e dalle loro derivate. L ’aggiunta di una tale equazione vettoriale realizza il 
pareggiam ento tra  equazioni ed incognite (fra le quali va ora compresa anche 
la tem peratura).



Lincei — Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. L U I -  Ferie 1972 1 32[1 3 2]

Farem o uso della legge di conduzione del calore adottata  da Eckart:

(23) q{ =  —  ksij (dj 0 +  dk uj ■ u*) ,

che è la d iretta traduzione 4-dim ensionale della legge classica di Fourier 
(k  conduttività termica, 0 =  0 (n f w) tem peratura). La legge di conduzione (23) 
si può ritenere soddisfacente nelle nostre condizioni di stazionarietà (per una 
estensione, classica e relativistica, dell’equazione di Fourier, cfr. [4] e [5]).'

A  differenza di quanto accade per la distribuzione delle velocità, la d istri
buzione delle grandezze p  , q , n , w  dipende da tu tta  la natu ra  term odina
m ica del fluido.

Se però si am m ette che il coefficiente di conducibilità term ica k  sia del 
tu tto  indipendente dalle variabili term odinam iche, la sola legge di conduzione 
basta a determ inare la distribuzione della tem peratura, supposta nota su una 
delle due pareti.

Tenendo conto delle condizioni di sim m etria cilindrica e di stazionarietà, 
la (23) si riduce a

(24)
^6 
d r

D ’altra parte dalla (7) si ha

q1 u

Sviluppando la quantità entro parentesi e tenendo conto di (24) risulta

i
u

d u | i
d r  u

A
r

k  d0 
X̂2 dr .

1 enenuo presenre

n
i
r

ß +  tg  a In 

1 — ß tg a In —'V

__ _ '_k_  d0_
\c 2 dr  ’

le cui soluzioni sono

0 =  0 + 4 -  In c o s (a In ri
+  aYi)].

con tg ay] =  ß. L a presenza della costante di integrazione corrisponde alla 
possibilità di assegnare ad arbitrio la tem peratura su una delle pareti cilin
driche.
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