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Fisica matematica. — Sullo spinore energetico in uno spazio—
lempo  riemanniano. Nota @ di Erisa Upescuint Brinis, presen-
tata ¥ dal Socio B. Finzr.

SUMMARY. — Having stated the behaviour of the covariant derivatives in respect of
the variations caused by an infinitesimal coordinate transformation, we obtain a simple expres-
sion of the energy-momentum tensor for a field defined, in a riemannian space-time, by a
second-rank antisymmetric tensor. R

A field defined by a second-rank symmetric spinor and by his complex conjugate, in
a riemannian space-time, is then considered and, by the invariance of the action for a general
infinitesimal coordinate transformation and also for an infinitesimal local Lorentz transfor-
mation, the expression of the divergenceless energy-momentum spinor is deduced.

Einstein-Maxwell equations in spinor form are finally derived from a variational princi-
ple, when a source-free electromagnetic field is supposed in presence of the gravitational field.

In una teoria di campo ambientata nello spazio-tempo pseudoeuclideo
della relativita ristretta, riferito a coordinate pseudocartesiane, le dieci leggi
di conservazione indipendenti, espresse dall’annullarsi della divergenza del
tensore energetico totale (conservazione dell’energia e della quantitd di moto)
e di quella del momento angolare totale, sono deducibili direttamente dal-
linvarianza dell’azione rispetto al gruppo delle trasformazioni generali di
Lorentz infinitesime [1]. Cosi pure, nel caso di un campo spinoriale, le leggi
di conservazione in forma spinoriale e I’espressione dello spinore energetico
totale sono deducibili direttamente sfruttando I’invarianza dell’azione rispetto
alle trasformazioni spinoriali subordinate nello spazio di spin dalle trasfor-
mazioni infinitesime di Lorentz. :

Operando nel modo suddetto, ho dedotto in un precedente lavoro [2]
Pespressione del tensore energetico totale per un campo bivettoriale (carat-
terizzato da un tensore doppio emisimmetrico) e dello spinore energetico totale
per un campo caratterizzato da uno spinore doppio simmetrico, esaminando
in particolare il campo elettromagnetico. .

Se pero si fanno ipotesi pilt generali e cioé si considerano campi ambien-
ta:ci in uno spazio-tempo riemanniano di cui si suppone nota la metrica, o

~anche, in particolare, pseudoeuclideo riferito a coordinate generali, dall’in-
varianza dell’azione rispetto a trasformazioni generali infinitesime di coor-
dinate spazio-temporali, si pud dedurre — come & noto — I'annullarsi della
divergenza tensoriale del tensore energetico (metrico). (Cfr. ad esempio [3],

(¥) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nel’ambito del Gruppo Nazionale per
la Fisica Matematica e per le Applicazioni della Matematica alla Fisica e all’Ingegneria.
(**) Nella seduta del 16 giugno 1972.
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[4] e [5]). Tale equazione non traduce necessariamente leggi di conservazione:
cid avviene subordinatamente all’esistenza di vettori di Killing [6].

Per un campo spinoriale, tenuto conto delle variazioni spinoriali connesse
alla trasformazione infinitesima di coordinate, dalla suddetta invarianza e
dall’invarianza rispetto a trasformazioni locali infinitesime di Lorentz, si pud
trarre 'annullarsi della divergenza spinoriale di uno spinore quadruplo che
ha I'ufficio di spinore energetico. ,

In tale ordine di idee, opero in questa Nota, per uno spazio genericamente
riemanniano. _

Premetto alcune osservazioni che mi sembrano non prive di interesse,
intese a precisare il comportamento delle derivate covarianti dei potenziali
(derivate che ¢ preferibile far comparire, in luogo di quelle ordinarie, nella
espressione della densita lagrangiana) nei confronti delle variazioni subordinate
da una trasformazione infinitesima di coordinate. Cid permette, nel caso di
campi bivettoriali, di ottenere 'espressione del tensore energetico metrico
in forma particolarmente semplice.

Considero successivamente un campo spinoriale caratterizzato da uno
spinore doppio simmetrico e, sfruttando I'invarianza dell’azione rispetto ad
arbitrarie trasformazioni infinitesime di coordinate spazio-temporali, nulle

~al contorno della regione considérata, nonché I’invarianza dell’azione rispetto
a trasformazioni locali infinitesime di Lorentz, ammesse verificate le equazioni
spinoriali di campo, stabilisco esplicitamente I'espressione dello spinore ener-
getico, espressione che nel caso particolare di spazio—tempo pseudoeuclideo
si identifica con quella dello spinore energetico totale.

L’impostazione nella V4 riemanniana mi permette automaticamente di
ottenere un altro risultato. Poiche, difatti, I'azione dipende dalle coordinate
dei punti dello spazio-tempo non solo attraverso i potenziali del campo,
ma anche attraverso lo spin-tensore fondamentale ed i coefficienti di connes-
sione spinoriale, gli sviluppi di calcolo portano a determinare la derivata
funzionale della lagrangiana rispetto allo spin-tensore fondamentale. La
conoscenza di tale espressione consente, ponendosi non pitt nelle ipotesi di
metrica supposta nota, ma considerando — nell’ambito della relativita generale —
il campo in esame come interagente col campo gravitazionale, esternamente
alle masse, di dedurre da un unico principio variazionale le equazioni spinoriali -
di entrambi tali campi. '

Cosi, nel caso particolarmente significativo del campo elettromagnetico
neutro, assumendo come densitd lagrangiana la somma di quella puramente
gravitazionale e di quella di puro campo elettromagnetico ed imponendo la
stazionarieta dell’azione in corrispondenza a variazioni arbitrarie sia degli
spinori potenziali elettromagnetici, sia dello spin—tensore fondamentale, le
cui componenti fungono da potenziali gravitazionali, si ottengono le equazioni
di Maxwell in forma spinotiale e le equazioni gravitazionali in forma spino-
riale, nelle quali il campo elettromagnetico figura come sorgente, attraverso
lo spinore energetico.
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1. PREMESSA: VARIAZIONE DEI POTENZIALI E DERIVAZIONE COVARIANTE

Premettiamo alcune osservazioni sul mutuo comportamento fra variazione
dei potenziali di un campo e derivazione covariante.

Nella trattazione dei campi fisici col metodo variazionale, occorre consi-
derare diversi tipi di variazioni dei potenziali, secondo che si vogliano dedurre
le equazioni di campo, oppure le identitd legate a proprieta di invarianza.

Cosi, accanto alla variazione intrinseca dei potenziali (che non tocca le
coordinate dei punti dello spazio in cui si opera) si ¢ portati a considerare le
variazioni indotte sui potenziali da un cambiamento di coordinate, distinguendo
la variazione locale da quella sostanziale.

E ben noto il comportamento di tali variazioni nei confronti dell’opera-
zione di derivazione ordinaria rispetto alle coordinate; esaminiamone qui
esplicitamente il comportamento nei confronti della derivazione covariante.

In uno spazio—tempo costituito da una V4 riemanniana, o anche séempli-
cemente pseudo—euclidea riferita a coordinate generali x% sia:

(1-1) ds? = £up () da® da® (¢,B--+=0,1,2,3)

la metrica che supponiamo nota e sia @, (x) un vettore funzione regolare delle
coordinate x* @), :
Indichiamo con §cpa(x) una arbitraria variazione del vettore ¢, che non
tocca le coordinate dei punti dello spazio-tempo (variazione intrinseca).
Essendo tale variazione permutabile con la derivazione ordinaria, si
avra anche (indicando rispettivamente con la virgola e con la barra le derivate
ordinaria e tensoriale e con I'i, i simboli di Christoffe]l di seconda specie):

(1_2) g(cpa/ﬂ> = '8((?0‘:‘3 - {‘Pp ng) = (gcpc(),ﬁ - g(Pp Fzﬁ = (gcpoc)/'ﬂ .

La variazione 8, pertanto, ¢ permutabile anche con la derivazione ten-
soriale. ‘
Consideriamo una trasformazione infinitesima di coordinate:

(1—3) pg — 2% £a<x>

con &* infinitesimi arbitrari.
Questa subordina sul- vettore ¢, una variazione locale (o variazione in
valore):

— ’ A —_— e
(1-4) 3¢, = ¢, (*") — @, () = — 9 &
e una variazione sostanziale (o variazione in forma):
—) *o = o (1) — N = So — 3
(1-3) ¢, =0q,(x) —q,(x) =3, —¢, &
(1) Ci riferiamo, per semplicitd, ad un vettore, ma le considerazioni che seguono si

estendono senza difficoltd a tensori di ordine 7, a scalari ed anche — con le opportune modifiche —
a spinori.
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La variazione sostanziale 8%, a differenza di quella locale §, & permutabile

con la derivazione ordinaria. Si osservi, pero, che la 8" non & permutabile
con la derivazione tensoriale.

Si ha difatti:
(1-6) 5 (9, = (80, 4 — ¥, T — ¢ 3" I% = (8%,) , — ¢, 8" I, .

Si consideri ora un campo fisico dipendente da un potenziale vettore
®.(x) M, ambientato nella varietd V4 di metrica (1-1). Sia € la densita lagran-
giana ed A la corrispondente azione. Indichiamo poi con £ la densita scalare,
che chiameremo brevemente lagrangiana: £ = Ql/?g_, essendo g il deter-
minante della metrica e lo scalare ¢ un invariante costruito col potenziale
9. € con le sue derivate tensoriali prime ¢qp. Si abbia, cioe:

(1=7) L = 2(Pu, Pasp ’gaﬁ> @
ed:
(1-8) A———JoCde QV——gdeder

(essendo dx = dx®dx! da?2dx® e t una regione spazio—temporale).
Ovviamente, ¢ sempre lecito ritenere:

(I"9> i L = \:((PO‘ y (PO‘»B :gaa ’gaﬁ,y)x

esplicitando la derivata tensoriale di ¢, ed i simboli di Christoffel.

Si sa che, imponendo la stazionarietd dell’azione A in corrispondenza
a variazioni arbitrarie 8¢, del potenziale, nulle al contorno della regione T,
si deducono le equazioni di campo. Vorrei perd notare esphc1tamente che
— proprio grazie alla permutabilita della variazione § con la derivazione tenso-
riale, espressa dalla (1-2), ed al fatto che la variazione § non tocca le g -
¢ possibile operare con i consueti sviluppi del calcolo delle variazioni sia sulla
(1=7), sia sulla (1-9). Le equazioni di campo cui si perviene, nei due casi,
risultano espresse nelle due diverse forme:

oL Y
I-10 ) — =0
(1-10) (8%,3 )/a 99,
(1-11) .

la prima delle quali %a carattere tensoriale.

(2) L’intervento delle gof nelle (1-7) & necessario per ottencre un invariante costruito
col vettore ¢, e col tensore derivato Poyp -
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L’invarianza dell'azione rispetto a trasformazioni infinitesime di coor-
dinate del tipo (1-3), con &" arbitrari e nulli al contorno della regione =, si
traduce poi nell’identitd ®:

(1-12) {S*OC dr =o

o
T

che, tenendo conto delle equazioni di campo, da luogo ad una identita debole
Questa, operando sulla (1-9), si puo ridurre a:

3L (Pyr 98718 )
(1-13) Rt LAY P
: 8§
. 3, oL ] oL . . .
(mdlcando con fﬁ F—%——— — o::; la derivata funzmnale) mentre,
dg 3% oxY g

operando sulla (1-7) e tenendo presente la non permutabilitd della variazione
sostanziale 8 con la derivazione tensoriale, espressa dalla (1-6), assume la
forma:

. ) 3L Py Pop - 8 V81 &
-1 N 8 af —_—
(I 4) / ' quﬂ 4 a(Pu/B

0,5 Tl —g | dr = 0.

T

2. CAMPI BIVETTORIALI: TENSORE ENERGETICO METRICO

Mostriamo ora la semplice espressione che compete al tensore energetico
per un campo caratterizzato da un tensore doppio emisimmetrico Gyg(x).
Sia ¢ la densitad lagrangiana costruita con Gug e siano ®, e V', i due potenziali
vettori da cui si pud far dipendere il campo, mediante la relazione:

(2-1) Ga= Py — Qs+ aaBYS Y s <€aéys = tensore di Ricci)
valida anche nella generica V4 riemanniana di metrica (1-1) [7], [8].

Dall’ equazione variazionale SA = o, per variazioni arbitrarie 3®, e
§‘Ify nulle al contorno della regione 7, si ottengono le equazioni di campo,
formalmente identiche a quelle stabilite nello spazio—tempo pseudo—euclideo
e legate dalle stesse identitdy differenziali forti [9], [2].

L’invarianza dell’azione rispetto a trasformazioni infinitesime di coor-
dinate nulle al contorno della regione 7, tenuto conto delle equazioni di campo,

(3) Per una generica trasformazione del tipo (1-3) si ha:

SA = [[8*;: + (LeY),y] dx.

T
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conduce all’identitd debole (cfr. (1—14)):

3 ) 3
"* 5% %8 dx J‘( QG*B aéza)q)ps*rzﬁ

v8 oL *
o &Ggqf ) Pys‘dx—*o

T

che si riduce semplicemente a:

' * ql —
(2-3) J"é;“ﬁ_ 3 g®dx =0

&

T

essendo identicamente nullo il secondo integrale a primo membro della (2-2),
per la saturazione dei due indici di simmetria dei simboli di Christoffel con
due indici di emisimmetria.

Pertanto, nel caso di campi bivettoriali, si verifica che la derivata funzio-
nale rispetto al tensore fondamentale g°® della lagrangiana, espressa mediante
i potenziali e le loro derivate ordinarie, si identifica con la derivata parziale
rispetto a g della lagranglana stessa, espressa mediante i potenziali e le loro
derivate tensoriali. _

Dalla (2-3), poi, essendo 8%g¢™ = £® 1 £¥* gsegue:

(2-4) (2 ) et =g =0

=

e quindi, per larbitrarietd di £

(2-5) Tocﬁ/g =0
con:
oL a2
2-6 Top = — e =—2-"_ 4 Qg .
( ) ) V iy cgaﬁ ach + gocﬂ

I1 tensore energetico metrico T,s (doppio, simmetrico) assume la semplice
espressione (2-6)..

Nel caso, di maggior interesse per le applicazioni, in cui ¥ sia funzione
degli invarianti quadratici intrinseci di prima e seconda specie del tensore
doppio G,g, si pud costatare con calcoli diretti che il tensore energetico Teg
si 1dent1ﬁca, nello spazio-tempo pseudo—euchdeo, con il tensore energetico
totale Eap

oL
@D Fe= (5 — o)

(@, — @) + g (P — ) + 28

Gpv
deducibile direttamente dall’invarianza dell’azione rispetto a trasformazioni
di Lorentz infinitesime [2].

Cio si verifica, in particolare, per il campo elettromagnetico neutro:
il tensore T,3 coincide, nello spazio—tempo pseudo—euclideo, con il tensore
E, ottenuto dalla consueta densith lagrangiana © = 1/4 F,q F*® (essendo F,g
il tensore elettromagnetico) [2], [6].
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3. CAMPI SPINORIALI: SPINORE ENERGETICO

Sempre nello spazio-tempo (generalmente riemanniano) di metrica
(1-1), un campo sia caratterizzato da uno spinore doppio simmetrico ®ap e
dal suo complesso coniugato ®ap== Pa(A, B, -+ =1,2)®. 7

Otterrd, in questo paragrafo, I’espressione dello spinore energetico a diver-
genza spinoriale nulla. '

Introducendo lo spinore potenziale Xgs dal quale si pud far dipendere
lo spinore ®ap, mediante la [10] ®):

(3-1) Dyp= % <XRA/ RB + XRB/ RA>

(relazione valida, come la (2-1), anche in una Vj riemanniana), la densitd
lagrangiana £ = 2(®up, Pap) risulta funzione delle derivate covarianti del
potenziale yp. e del complesso coniugato ¥pq, oltre che dello spin-tensore
fondamentale o*.

RS
Le equazioni di campo:
(3-2) 6°°/% =0 5 0% =0
(avendo posto, per brevita: % . a;f = OAB) e le due identita forti che
AB BA
le legano:
B/C
(3-3) 0"/ acg =0 6%/ ACBC =0

discendono dall’equazione variazionale SA = o, per variazioni arbitrarie
§XRS ) §)’(RS nulle al contorno della’ regione v e dall’identita SA = o, per
variazioni del tipo dyps = dyps € complessa coniugata, con y(x) funzione
complessa arbitraria (invarianza di gauge).

L’invarianza dell’azione rispetto a trasformazioni. infinitesime di coor-
dinate del tipo (1-3), con £* atbitrari e nulli al contorno della regione T, si
traduce nell’identita:

(3-4) J § 12 |08 Ot/ + 078" ([ )] + 98" V——g§ dr =0

T

che, in virtu delle relazioni ®):

(3-5) 8 (trar) = (% Tradp — Yea 3" PLRu. — Zra TV,

(*) Per ragioni tipografiche, gli indici in grassetto sostituiscono gli indici puntati.

(4) Lo spinore potenziale & definito a meno di una trasformazione di gauge: ¥'gg =
= XRs t Y/Rs» con v (#) funzione scalare complessa arbitraria, disponendo della quale si pud
imporre al potenziale la condizione di solenoidalita: XRS/RS=0.

(5) La (3-5) & ottenibile con procedimento analogo alla (1-6). Per la (3-6), cfr. [11].
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(ove IRy, s, sono i coefficienti di connessione spinoriale),
(3-6) ¥ —g =—1—g 0 5 o'
e ammesse verificate le equazioni di campo (3-2), da luogo all’identita debole:

3-7) J V—g %';3‘ 0" [XRA/p. 5* "URB — (ea I LRv. + Xgrn 8" PHAu) 0'uRB

T

__l__

+ _; 6%" [YRA/;L 8% °'uBR_" (Aaaa 8T HRu. + Are 8" FLAu GuBR} +
- QGILRS S*G“RS% dr =o0.
Per trasformare ulteriormente la (3~7) possiamo valerci dell’ identit:
I A A T T LA (IS L

Questa sussiste in conseguenza dell’annullarsi della derivata covariante
dello spin-tensore fondamentale sia prima, sia dopo aver operato la varia-
zione &%,

Si ha difatti:

. e . P v e e L 0 H
(3-9) GRA/u:GRA,u+GRAPvu GLAPR;J. GRHFAu_O

ed anche, indicando con due barre la derivata covariante eseguita valendosi
. . *
della connessione variata I' -+ 8" I':

(3-10) (6°ra + &* GpRA>//u. =0,

Dalle (3-9) e (3-10), a meno di infinitesimi rigorosamente trascurabili,
si deduce:

(3-11) (3 6" )y T Ry 8T, = 0, P"Ru + 6% O I‘HA“

da cui, saturando con %o = 6,5MYxn» segue la (3-8).
Per le relazioni (3-8) e complessa coniugata, 1'identitd (3—7) si pud
scrivere:

(3-7) 5 =& O™, + 0,77 — 89 ®%) 8% dx -+

1 — " v
_-JW V——-g (OSB YrM o RB + 0% LMk GMBS> GpKM (8* cpRS>/u dr +

.__J _;3 Y —g (OSB X o-uR)3 + oRB Anmx G”BS) o-pKM 6 Rs 8* Ppuv dxr=o0.

T
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Il terzo integrale a primo membro non reca contributo, perche la fun-
zione integranda si annulla identicamente. Essendo, difatti [12]:
R v 1 wy I wy
0 gOrs=75 & 8Bs'l“7s BS

(dove g, ¢ lo spinore doppio emisimmetrico fondamentale: &g = H

C
SM = 6"%, 0"

uy . J—
e lo spin—tensore S™' . ¢ cosl definito: cs "¢ cs) segue

SB KM uR v *rw _ I ASB KM _uv g% e
0 kMG O 50 Rs O FWM-{O €ps Akm O & O F L

(3-12)

+ 2 0% e 6, S BT =0
(rispettivamente per la saturazione dei due indici spinoriali S, B, di simmetria
per 658 e.di emisimmetria per eqp € dei due indici tensoriali w , v, di simmetria
per 3" TI%,, e di emisimmetria per S"'g).

Analoga dimostrazione sussiste per l'annullarsi del termine complesso
coniugato di (3-12).

Operando sul secondo integrale a secondo membro della (3—7) con i
consueti sviluppi (di integrazione per parti e trasformazione in integrale di
ipersuperficie) e tenendo conto delle equazioni di campo (3—2), oltre che
dell’annullarsi, sul contorno della regione 7, della variazione 8", la (3-7')
si riduce infine alla:

(3-7'") J V — (eAs RA/LL_ esA Yo RA o_uKM + 6‘akk-ist\mh_
T

A MK 8* frsdx =0

S A GuKM"‘ SQGMRS) 8" 6" dar Ef Sot'p

T

che pone in evidenza la derivata funzionale di £ rispetto allo spin-tensore
fondamentale.

Esplicitando la variazione sostanziale 3”c"y. indotta sullo spin-tensore
fondamentale dal cambiamento di coordinate (1-3) [11]:

(3"‘1 3) 8* GMRS :.GBRS gu,/g + (G]J.TS PRTp + GU'RV PSVp> ap

ed introducendo lo spinore &7 corrispondente al vettore £% la (3-7'") da
luogo - alla:

3w
(14 f 86;(1;5 i o da +f uRS (@ P o %) B dr=o

dalla quale, trasformando il primo integrale con il consueto procedimento
di integrazione per parti e tenendo conto dell’annullarsi di £ sul contorno
della regione =, si deduce' '

(3-15) f V=7 Trsan /™ 5 o f =2 (Trsr® T®%, 4 TaRy T°) £ dx — o
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ove si & posto:

. S | 3L 1 A A
(3-16) TrsLn = — V=g SRS My g OAS(XLH/R —XAr /LH) +

1 ) 5
+ 5 eAR‘(XHL/ s Xs /LH) + Yepe Soi -

Ma il secondo integrale a primo membro della (3-15) risulta nullo per
I'invarianza dell’azione rispetto a trasformazioni infinitesime locali di Lo-
rentz [13], [11].

Essendo difatti:

(3-17) f 88;1“ 356"® dx = o
. (o

in corrispondenza a variazioni dello spin-tensore fondamentale del tipo:
(3—18) SGu.RS — c;\)RS (S[J.VAB V)AB + Su.vAB nAB>

(con 7,, spinore doppio simmetrico infinitesimo arbitrario), ricordando Ia
(3-16) e tenendo conto delle relazioni:

o RS GUAB _ AS uRB | BS uRA
e complessa coniugata, si ottengono, per 'arbitrarieta di 1, le identita (forti):
ARB BRA
(3-19) T+ T =0

e complessa coniugata.

Grazie alle (3-19), la funzione integranda del secondo integrale a primo
membro della (3-15) si annulla identicamente (per la saturazione dei due
indici R, T (S,V) di emisimmetria per Tgst (Trs'v) e di simmetria per
o). |

La (3-15), pertanto, si riduce alla:
(3-15") f VJ—g Treu/ e dx = o
T
e, per larbitrarietd delle £, comporta 'annullarsi della divergenza spino-
riale dello spinore energetico Tgrspy :

(3—20) ‘ Trewu/™ = 0.

L’espressione (3-16) dello spinore energetico Treu si pud trasformare
introducendo le parti hermitiana ¢ ed anti-hermitiana Ygs dello spinore
potenziale yp.:

(3-16")  Trau = ’é‘ 0,5 <‘PLH/ RA — <PRA/ ) T % 0,5 (‘pLH/ RA — ‘*I"RA/ ) T
+ ?Ig' R <(PLH/ As — ‘PAS/ w) + _:;‘ Oar @As/ 5 ‘PLH/ As) + Sepy Ssu .

8. — RENDICONTI 1972, Vol. LIII, fasc. 1-2.
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Osservando che:

1 A A 1
g NS (CPLH/ R %r / ) = 3 6% (CPRA/LH ~— Pruwa T Prumpa CPLH/RA> =

I

A E ) T\ 6
=35 05 (e ‘PRE/L t epe <PTH/ D

ed operando analogamente sugli altri termini della (3-16'), si ha:

T = _ SA‘ N (‘PRE/LE + ‘PRE/LE> T gL <<PTH/TA + LPTH/TA)} +

RSLH — §

+ % eAR [ESH <<PAE/ 1.E — "I’AE/ LE> + eaL <<PTH/ LPTH/ s>] Lepe S -

Detti poi Asp e Bap i due spinori che rappresentano le parti di ®ag
costruite rispettivamente, secondo la (3-1), con Pps € Ygs € supposta la
solenoidalitd dei potenziali, si ottiene:

(3—21) TroLn = % ,[BHS (Agp — Bge) + OA D,y e+ 0" r PaL S +

+ Opp Ay — By + 8 SsH

e cioe, a meno di un inessenziale fattore numerico 1/2 ™, la stessa espressione
che compete allo spinore energetico totale EgsLy ottenuto, nello spazio—tempo
pseudoeuclideo riferito a coordinate pseudocartesiane, sfruttando I’inva-
rianza dell’azione rispetto a trasformazioni infinitesime di Lorentz [2].

Pertanto lo spinore energetico TrsLu, nel caso particolare di spazio—
tempo pseudoeuclideo, coincide con lo spinore energetico totale.

E evidente I'invarianza dello spinore energetico Trery rispetto a trasfor-
mazioni di gauge (data l'invarianza rispetto ad esse sia di ®ap e g, sia
di £). Sussiste poi la proprietd di simmetria:

(3—22) TrsLy = TLHRS

conseguenza, come gia dimostrato altrove [2], delle relazioni (3-19) e coniugata.

Si noti, infine, che se si fa dipendere £ esplicitamente anche dal poten-
ziale spinore, oltre che da ®xp e Dpp, si pud pervenire allo spinore energetico
con ovvia estensione del procedimento seguito.

‘(6) Posto, infatti:
— = . A
PRA/LH — PRH/LA = €Al ORL - segue:  9pafit = Qpr -

Analogamente si pud ottenere il secondo addendo.
(7) Tale fattore ¢ dovuto al fatto ‘che, mentre qui si & adottato lo spin-tensore o RS
definito, in ciascun punto dello spazio-tempo dalle:

w vA \ LAy
0 ABS ¢ T 0280 =g &g

lo spin-tensore g“gq, usato nello spazio-tempo pseudoeuclideo, soddisfa alle stesse relazioni,
ma con un fattore 2 a secondo membro.
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Ad esempio, considerata la densith lagrangiana:
o K®
L = 2(Dap O + Dpp O*P) — 7 ¥rs o

che contiene esplicitamente la parte hermitiana del potenziale spinore e da
luogo alle equazioni di Dirac per particelle libere di spin 1 [10] [12], si ottiene
per lo spinore TrsLu ancora I’espressione (3-21).

4. DEDUZIONE VARIAZIONALE DELLE EQUAZIONI DI EINSTEIN-MAXWELL
IN FORMA SPINORIALE

‘Se lo spinore ®ap caratterizza il campo elettromagnetico ambientato
nella V4 riemanniana (in una regione vuota) e I'azione ¢ quella di puro campo
elettromagnetico [10], lo spinore energetico Trery assume la forma ®):

(4-1) TrsLn = 8 (ArL Asu — Bre Bsh) .

Osservo ora che il modo col quale si & pervenuti allo spinore energetico
TrsLu consente, in maniera immediata, di dedurre da wun wunico principio di
azione stazionaria sia le equazioni gravitazionali, sia le equazioni elettro-
magnetiche, in forma spinoriale, qualora, ponendosi nell’ambito della relati-
vita generale, anziche supporre nota la metrica dello spazio-tempo, si consideri
il campo elettromagnetico (in assenza di cariche e correnti) interagente con
il campo gravitazionale (esternamente alle masse e in assenza di altri campi ).

Le equazioni spinoriali- del puro campo gravitazionale nelle regioni
vuote [14]:

\ ®ppcp = 0
(4-2)
{A=o0

L TR AB AB , .
(dove ®apcp ¢ uno degli spinori di curvatura e A = Wap"’ = WAp™P ¢ il
contratto del secondo spinore di curvatura Wapcp) si possono trarre, come
ho mostrato in un lavoro precedente [11], dal principio einsteiniano di azione
stazionaria che fa capo alla lagrangiana L£c = R J—g (essendo R = 42
linvariante scalare di curvatura), assumendo come variabili base atte a
descrivere il campo gravitazionale le componenti dello spin—tensore fonda-
mentale 6*p¢ ed operando su queste una variazione arbitraria che ne rispetti
i valori- al contorno, oltre a quelli delle derivate prime ordinarie.

8) Se, ammettendo a priori equazione ®*S/R, __ pAR/ S _ 0, e assumendo come
) P q A

-equazione di campo la sola ®»S/R -+ DAR/ S — 5 (0 viceversa , sl ritiene a priori hermi-
q amp A A p
tiano il potenziale: xgpg = ¢rg (0 anti-hermitiano: XRrs = YRrg) lo spinore energetico si riduce
(a meno del §egno) a: Tpery = 8 Pgp (I)SH: ' ' . S

(9) Anzich¢ ad ‘un generico campo spinoriale del tipo considerato sopra, ci riferiamo
qui al tipico caso di campo elettromagnetico.

8*
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Tenendo conto di questo risultato e del fatto che lo spinore energetico
TrsLr (4-1) non ¢ altro che la derivata funzionale della lagrangiana elettro-

>

3L . L .
magnetica 8—“;‘% tradotta in forma puramente spinoriale, segue facilmente
G

che, assunta come lagrangiana la:
(4-3) L=Ls+xLe

(con x costante gravitazionale), dal principio di azione stazionaria 3A = o,

in corrispondenza a variazioni arbitrarie sia dei potenziali gravitazionali

o'gs» sia dei potenziali spinori elettromagnetici yg, € complesso coniugato
. L . S " — .

(che rispettino i valori al contorno di ¢"gg, o R,y Lrs» Ams) Si traggono,

accanto alle equazioni maxwelliane in forma spinoriale:

‘ (DAB/RA -0
( q)AB/AR: o

le equazioni gravitazionali complete in forma spinoriale:

(4-4)

4—5) ﬂ Dgpcp = 4% (Aas Acp — Bas Bep)
4 ( A=o0.

Le (4-35), stabilite da Penrose [14] @9, mettono in evidenza l'influenza
diretta dell’energia elettromagnetica su uno dei due spinori di curvatura
dello spazio riemanniano della gravitazione.

BIBLIOGRAFIA

[1] A. O. BARUT, Electrodynamics and Classical Theory of Fields and Particles, The Mac-
millan Company, New York (1964).

[2] E, UDESCHINI BRINIS, Tensore e spinore energetico di campi bivettoriali e spinoriali,
«Questi Rendic.», Nota I, 50 (4), 456 (1971); Nota II, 50 (5), 555 (1971).

[3] H. WEvVL, Space-Time-Matter, Dover Publications, Inc. (1952).

[4] J. WEBER, General Relativity and Gravitational Waves, Interscience Publishers, Inc.
New York (1961). ‘

[5] L. LANDAU e E. LIFCHITZ, 7%e Classical Theory of Fields, Pergamon Press, London (1962).

[6] C. CATTANEO, /nwarianza e conservazione, « Rend. Sem. matem. € fisico di Milano »,
39, 196 (1969). v

[7] B. FiINz1, Sul principio della minima azione e sulle equazioni elettromagnetiche che se ne
deducono, «Questi Rendic.», 12 (4) 378 (1952).

[8] A. M. PRATELLI, Deduzione da un’unica azione delle equazioni indefinite ¢ di contorno
dei campi gravitazionale ed elettromagnetico, « Annali Scuola Normale Sup. di Pisa»,
12 (3), 203 (1958).

’

(10) Nella trattazione di Penrose, il potenziale elettromagnetico & supposto hermitiano
(cfr. nota (8)) e pertanto la prima delle (4-5) ha la forma:

Pppcp = 4% Py Pep -



[1 17] E. UDESCHINI BRINIS, Swllo spinore energetico, ecc. . 117

[9] E. UDESCHINI BRINTS, Campi fisici bivettoriali e loro genesi variazionale, «Questi Rendic.»,
39 (5), 269 (1965). ‘

[10] E. UDESCHINI BRINIS, Equazioni di campi spinoriali dedotte da un’unica lagrangiana,
«Questi Rendic.», Nota I, 40 (4) 577 (1966); Nota II, 40 (5), 828 (1966).

[11] E. UDESCHINI BRINIS, Deduzione variazionale delle equazioni gravitazionali Spinoriali,
«Annali di matem.», 81, 45 (1969). '

[12] E. M. CORSON, Fntroduction to Tensors, Spinors and Relativistic Wave Equations, Blackie
& Son Ltd., London and Glasgow (1955).

[13] P. G. BERGMANN, Two-Component Spinors in General Relativity, « Phys. Rev.», 107
(2), 624 (1956). -

[14] R. PENROSE, 4 Spinor Approach to General Relativity, « Annals of Physics », 10, 171
(1960.)



