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Fisica m atem atica. ■—■ Sullo spinore energetico in uno spazio- 
tempo riemannia?io. N o ta (#) di E l i s a  U d e s c h i n i  B r i n i s ,  presen­
ta ta  ((*) **} d a l S ocio  B. F in z i .

Sum m ary . ■ - H aving stated the behaviour of the covariant derivatives in respect of 
the variations caused by an infinitesimal coordinate transform ation, we obtain a simple expres­
sion of the energy-m om entum  tensor for a field defined, in a riem annian space-time, by a 
second-rank antisym m etric tensor.

A field defined by a second-rank symmetric spinor and by his complex conjugate, in 
a riem annian space-time, is then considered and, by the invariance of the action for a general 
infinitesimal coordinate transform ation and also for an infinitesimal local Lorentz transfor­
mation, the expression of the divergenceless energy-mom entum spinor is deduced.

Einstein—M axwell equations in spinor form are finally derived from a variational princi­
ple, when a source-free electromagnetic field is supposed in presence of the gravitational field.

In  una teoria di campo am bientata nello spazio—tem po pseudoeuclideo 
della re lativ ità ristretta, riferito a coordinate pseudocartesiane, le dieci leggi 
di conservazione indipendenti, espresse dall’annullarsi della divergenza del 
tensore energetico totale (conservazione dell’energia e della quan tità  di moto) 
e di quella del m om ento angolare totale, sono deducibili d irettam ente dal- 
1 invarianza dell’azione rispetto al gruppo delle trasform azioni generali di 
Lorentz infinitesime [ 1 ]. Così pure, nel caso di un campo spinoriale, le leggi 
di conservazione in form a spinoriale e l’espressione dello spinore energetico 
totale sono deducibili d irettam ente sfru ttando Fin varianza dell’azione rispetto 
alle trasform azioni spinoriali subordinate nello spazio di spin dalle trasfor­
m azioni infinitesime di Lorentz.

O perando nel modo suddetto, ho dedotto in un precedente lavoro [2] 
1 espressione del tensore energetico totale per un campo bivettoriale (carat­
terizzato da un tensore doppio emisimmetrico) e dello spinore energetico totale 
per un campo caratterizzato da uno spinore doppio simmetrico, esam inando 
in particolare il campo elettrom agnetico.

Se pero si fanno ipotesi più generali e cioè si considerano campi am bien­
ta ti in uno spazio—tem po riem anniano di cui si suppone nota la m etrica, o 
anche, in particolare, pseudoeuclideo riferito a coordinate generali, dall’in­
varianza dell’azione rispetto a trasform azioni generali infinitesime di coor­
dinate spazio-tem porali, si può dedurre — come è noto — l’annullarsi della 
divergenza tensoriale del tensore energetico (metrico). (Cfr. ad esempio [3],

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 
la Fisica M atem atica e per le Applicazioni della M atem atica alla Fisica e all’Ingegneria.

(**) Nella seduta del ió  giugno 1972.
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[4] e [5])* Tale equazione non traduce necessariam ente leggi di conservazione: 
ciò avviene subordinatam ente all’esistenza di vettori di Killing [6].

Per un campo spinoriale, tenuto conto delle variazioni spinoriali connesse 
alla trasform azione infinitesima di coordinate, dalla suddetta invarianza e 
■dairinvarianza rispetto a trasform azioni locali infinitesime di Lorentz, si può 
tra rre  l ’annullarsi della divergenza spinoriale di uno spinore quadruplo  che 
ha l ’ufficio di spinore energetico.

In  tale ordine di idee, opero in questa Nota, per uno spazio genericam ente 
riem anniano.

Prem etto alcune osservazioni che mi sem brano non prive di interesse, 
intese a precisare il com portam ento delle derivate covarianti dei potenziali 
(derivate che è preferibile far com parire, in luogo di quelle ordinarie, nella 
espressione della densità lagrangiana) nei confronti delle variazioni subordinate 
da una trasform azione infinitesima di coordinate. Ciò perm ette, nel caso di 
campi bivettoriali, di ottenere l ’espressione del tensore energetico metrico 
in form a particolarm ente semplice.

Considero successivam ente un cam po spinoriale caratterizzato da uno 
spinore doppio simmetrico e, sfru ttando l ’invarianza dell’azione rispetto ad 
arb itrarie trasform azioni infinitesime di coordinate spazio-tem porali, nulle 
al contorno della regione considèrata, nonché l ’invarianza dell’azione rispetto 
a trasform azioni locali infinitesime di Lorentz, ammesse verificate le equazioni 
spinoriali di campo, stabilisco esplicitam ente d ’espressione dello spinore ener­
getico, espressione che nel caso particolare di spazio-tem po pseudoeuclideo 
si identifica con quella dello spinore energetico totale.

L ’im postazione nella V4 riem anniana mi perm ette autom aticam ente di 
ottenere un altro risultato. Poiché, difatti, l ’azione dipende dalle coordinate 
dei punti dello spazio-tem po non solo attraverso i potenziali del campo, 
m a anche attraverso  lo spin-tensore fondam entale ed i coefficienti-di connes­
sione spinoriale, gli sviluppi di calcolo portano a determ inare la derivata 
funzionale dejla lagrangiana rispetto allo spin-tensore fondam entale. La 
conoscenza di tale espressione consente, ponendosi non più nelle ipotesi di 
m etrica supposta nota, m a considerando — nell’am bito della relatività generale — 
il campo in esame come interagente col campo gravitazionale, esternam ente 
alle masse, di dedurre da un unico principio variazionale le equazioni spinoriali 
di entram bi tali campi.

Cosi, nel caso particolarm ente significativo del campo elettrom agnetico 
neutro, assum endo come densità lagrangiana la somma di quella puram ente 
gravitazionale e di quella di puro campo elettrom agnetico ed im ponendo la 
stazionarieta dell’azione in corrispondenza a variazioni arb itrarie  sia degli 
spinori potenziali elettrom agnetici, sia dello spin-tensore fondam entale, le 
cui com ponenti fungono da potenziali gravitazionali, si ottengono le equazioni 
di M axwell in; form a spinoiiale e le equazioni gravitazionali in forma spino­
riale, nelle quali il campo elettrom agnetico figura come sorgente, attraverso 
lo spinore energetico.
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i .  P r e m e s s a : v a r i a z io n e  d e i  p o t e n z i a l i  e  d e r i v a z i o n e  c o v a r ia n t e

Prem ettiam o alcune osservazioni sul m utuo com portam ento fra variazione 
dei potenziali di un cam po e derivazione covariante.

Nella trattazione dei cam pi fisici col metodo variazionale, occorre consi­
derare diversi tipi di variazioni dei potenziali, secondo che si vogliano dedurre 
le equazioni di campo, oppure le identità legate a proprietà di invarianza.

Così, accanto alla variazione intrinseca dei potenziali (che non tocca le 
coordinate dei punti dello spazio in cui si opera) si è portati a considerare le 
variazioni indotte sui potenziali da un cam biam ento di coordinate, distinguendo 
la variazione locale da quella sostanziale.

E ben noto il com portam ento di tali variazioni nei confronti dell’opera­
zione di derivazione ordinaria rispetto alle coordinate; esam iniam one qui 
esplicitam ente il com portam ento nei confronti della derivazione covariante.

In  uno spazio-tem po costituito da una V4 riem anniana, o anche sem pli­
cemente pseudo-euclidea riferita a coordinate generali ;ra, sia:

(1-1) di'2 =  go&ix)dxa d xß (a , ß • • • =  o , i , 2 , 3)

la m etrica che supponiam o nota e sia cpa(x) un vettore funzione regolare delle 
coordinate x* (1).

Indichiam o con &<pa (x ) una arb itraria  variazione del vettore cpa che non 
tocca le coordinate dei punti dello spazio-tem po (variazione intrinseca).

Essendo tale variazione perm utabile con la derivazione ordinaria, si 
avrà anche (indicando rispettivam ente con la virgola e con la b arra  le derivate 
ordinaria e tensoriale e con i simboli di Christoffel di seconda specie):

(1 - 2 )  § (<pa,ß) =  8 (<Pa,ß —  9p I t ß )  =  (8ep„),ß ~  S<Pp L ß  =  (8<P«)/ß •

La variazione 8, pertanto, è perm utabile anche con la derivazione ten ­
soriale.

Consideriam o una trasform azione infinitesima di coordinate:

(1-3) x 'a '= x a +  %a(x)

con infinitesimi arbitrari.
Q uesta subordina sul - vettore cpa una variazione locale (o variazione in 

valore):

9 - 4) * ? « =  < « )  —  ?«(*) =  — <Pp5P,«

e una variazione sostanziale (o variazione in forma):

9 -S) (x) — cpa (*)■ =  §9a —  <Pa,p

(1) Ci riferiamo, per semplicità, ad un vettore, m a le considerazioni che seguono si 
estendono senza difficoltà a tensori di ordine n, a scalari ed anche -  con le opportune modifiche -  
a spinori.



E. U d e s c h in i  B r in is ,  Sullo spinore energetico, ecc. 107[107]

L a variazione sostanziale 8*, a differenza di quella locale 8, è perm utabile 
con la derivazione ordinaria. Si osservi, però, che la 8* non è perm utabile 
con la derivazione tensoriale.

Si ha difatti:

(1-6) sW  =  (5V r 5\ r! s 1» ■9 r r pR.Tp aß

Si consideri ora un campo fisico dipendente da un potenziale vettore 
9a(X) (1), am bientato nella varietà V4 di m etrica (1-1). Sia £ la densità lagran- 
g iana ed A  la corrispondente azióne. Indichiam o poi con £  la densità scalare, 
che chiam erem o brevem ente lagrangiana: £  — £ ]/ — g , essendo g  il deter­
m inante della m etrica e lo scalare £ un invariante costruito col potenziale 
cpa e con le sue derivate tensoriali prim e <pa/ß. Si abbia, cioè:

(1- 7) S =  2 (9« . ?«/e , g a&) (2)

ed:

(1-8) A =  £  dx  =  £ (/ — g  d x  =  I £ dx

(essendo d.r =  óx° d x1 d x2 d x3 e x una regione spazio-tem porale). 
Ovviam ente, è sem pre lecito ritenere:

Ö -SO  ~ =  -  (<PK . <Pa>ß . g ""6 ,

esplicitando la derivata tensoriale di <pa ed i simboli di Christoffel.
Si sa che, im ponendo la stazionarietà d e la z io n e  A  in corrispondenza 

a variazioni arb itrarie  Sepa del potenziale, nulle al contorno della regione t ,  
si deducono le equazioni di campo. Vorrei però notare esplicitam ente che 
-p ro p r io  graziò alla perm utabilità  della variazione 8 con la derivazione tenso­
riale, espressa dalla (1—2), ed al fatto che la variazione 8 non tocca le g*^ -  
è possibile operare con i consueti sviluppi del calcolo delle variazioni sia sulla 
(1-7), sia sulla (1-9). Le equazioni di campo cui si perviene, nei due casi, 
risultano espresse nelle due diverse forme:

( i —i o) \ __ n
^a/ß j/ß

( ï - I I ) g d£ ' d£ 
dx '̂ 99a,ß ^9a

la prim a delle quali ha carattere tensoriale.

(2) L ’intervento delle nelle (1-7) è necessario per ottenere un invariante costruito 
col vettore q>a e col tensore derivato 9 ^  .
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L ’invarianza dell’azione rispetto a trasform azioni infinitesime di coor­
dinate del tipo (1-3), con arb itrari e nulli al contorno della regione t , si 
traduce poi nell’identità <3h

(1-12) ^ S * £  dx  =  o
J

T

che, tenendo conto delle equazioni di campo, dà luogo ad una identità debole. 
Questa, operando sulla (1-9), si può ridurre a:

(1-1.3) I S .9 dx  =  o

(indicando con - V  s  --------- ----- —f — la derivata funzionale^ m entre,
V V *  ' dg«& dxY %•“P>Y- /
operando sulla (1-7) e tenendo presente la non perm utabilità  della variazione 
sostanziale $* con la derivazione tensoriale, espressa dalla (1-6), assume la 
forma:

1 9[£ (9a . tPa/3 ,^aß) V—g]
C i-H )

&.aß
9£

, s * r W - i d;r =  o .

2. C a m p i  b i v e t t o r i a l i : t e n s o r e  e n e r g e t i c o  m e t r ic o

M ostriam o ora la semplice espressione che compete al tensore energetico 
per un campo caratterizzato da un tensore doppio emisimmetrico G ^(x ).  
Sia £,la densità lagrangiana costruita con Gaß e siano ®a e xFy i due potenziali 
vettori da cui si può far dipendere il campo, m ediante la relazione:

( 2 ” 0  G aß =  % la  ~  ° a /ß  +  ^  V / S  CS« M  =  te n S ° re  dÌ RÌCCÌ)

valida anche nella generica V4 riem anniana di m etrica ( i - i ) [7], [8].
D all’ equazione variazionale SA =  0, per variazioni arbitrarie SOa e 

S ^  nulle al contorno della regione t , si ottengono le equazioni di campo, 
fprm alm ente identiche a quelle stabilite nello spazio-tem po pseudo-euclideo 
e legate dalle stesse identità differenziali forti [9], [2].

L ’invarianza dell’azione rispetto a trasform azioni infinitesime di coor­
dinate nulle al contorno della regione t , tenuto conto delle equazioni di campo,

(3) Per una generica trasformazione del tipo (1-3) si ha: 

8A =  ^[8*jC  +  (£çv),v]d * ..
T
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conduce all’identità debole (cfr. (1 —14)):

(2-2) 9£ 8*ga® dx  ■ 3jC
3Gaß 3G,ßa

<I>pS*rSe+e 3£y8
«P 3Gaß

TÇ*{ dx  ~  o

che si riduce sem plicem ente a:

(2-3) J - - g -  S*£-aß dx  = o
T

essendo identicam ente nullo il secondo integrale a prim o m em bro della (2-2 ), 
per la saturazione dei due indici di sim m etria dei simboli di Christofìfel con 
due indici di emisimm etria.

Pertanto, nel caso di campi bivettoriali, si verifica che la derivata funzio­
nale rispetto al tensore fondam entale g â  della lagrangiana, espressa m ediante 
i potenziali e le loro derivate ordinarie, si identifica con la derivata parziale 
rispetto a g a® della lagrangiana stessa, espressa m ediante i potenziali e le loro 
derivate tensoriali.

D alla (2-3), poi, essendo 8*^aß ■= +  £ß/a, segue:

(2- 4)
3£

d '— g 3gaß — g  dx  =  o

e quindi, per l’arb itrarietà  di E,a:

(2- 5) T a(3/e= o

con:

(2-6) T aß =  — d£

té* téaß +  Zgtaß

Il tensore energetico metrico T aß (doppio, simmetrico) assume la semplice 
espressione (2-6).,

Nel caso, di m aggior interesse per le applicazioni, in cui ■£ sia funzione 
degli invarian ti quadratici intrinseci di prim a e seconda specie del tensore 
doppio Gaß, si può costatare con calcoli diretti che il tensore energetico T aß 
si identifica, nello spazio-tem po pseudo-euclideo, con il tensore energetico 
totale Eap:

(2- 7) E«ß -  ( -  ~ r )  ( ° “/V -  < 0  +  ePG  ~  ( j j »  -  * \ )  +  £ * *

deducibile d irettam ente dall’invarianza dell’azione rispetto a trasform azioni 
di Lorentz infinitesime [2].

Ciò si verifica, in particolare, per il campo elettrom agnetico neutro: 
il tensore T a5 coincide, nello spazio-tem po pseudo-euclideo, con il tensore 
Eaß ottenuto dalla consueta densità lagrangiana 53 =  1/4 Faq F aß (essendo Faß 
il tensore elettrom agnetico) [2], [6].
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3. C a m p i  s p i n o r i a l i : s p i n o r e  e n e r g e t i c o

Sem pre nello spazio-tem po (generalm ente riem anniano) di m etrica 
(1-1), un campo sia caratterizzato da uno spinore doppio simmetrico ®ab e 
dal suo complesso coniugato <3>ab =  ® ab(A  , B ,• • • =  1 , 2 )  <*>.

O tterrò, in questo paragrafo, l’espressione dello spinore energetico a d iver­
genza spinoriale nulla.

Introducendo lo spinore potenziale XRS dal quale si può far dipendere 
lo spinore <I>ab , m ediante la [io] <4):

( 3 - 0  L p , =  Y  (XrA/ Rb +  Xrb / Ra)

(relazione valida, come la (2-1), anche in una V4 riem anniana), la densità 
lagrangiana £ =  £ (® ab , ®ab) risulta funzione delle derivate covarianti del 
potenziale xRS e del complesso coniugato xRS, oltre che dello spin-tensore 
fondam entale cr̂ RS.

Le equazioni di campo:

/  \ f\AB /C    a AB  / c
( 3 - 2 )  0  /  A =  o  ; 0  /  A = 0

avendo posto, per brevità: 

le legano:
doAB

=  0AB) e le due identità forti chea<r>BA

(3-3)
fìAB/C __ 
0  / ACB= eAB/ A BC

discendono da ll’equazione variazionale SA =  o, per variazioni arbitrarie 
S^Rs > §xRS nulle al contorno della regione t  e dall’identità SA ^  o, per 
variazioni del tipo $XRS ~  ^T/rs e complessa coniugata, con y(x)  funzione 
complessa arb itra ria  (invarianza di gauge).

L ’invarianza dell’azione rispetto a trasform azioni infinitesime di coor­
dinate del tipo (1-3), con £a at bitrari e nulli al contorno della regione t , si 
traduce nell’identità:

(3-4) j  | y  t  — g  0ABSLXra/Rb) +  0AB S* (xRA/r R)] +  ^ * 1 —  g  J àx =  o

che, in virtù delle relazioni <5):

(3-5) S*  (Z r a /h)' =  ( 8 *  * R aL  —  %LA p L Ra ~  XRH A{x

(j*) Per ragioni tipografiche, gli indici in grassetto sostituiscono gli indici puntati.
(4) Lo spinore potenziale è definito a meno di una trasformazione di gauge: X r s  =  

=  X rs “b T /rs » con Y (x ) funzione scalare complessa arbitraria, disponendo della quale si può 
im porre al potenziale la condizione di solenoidalità: X rs /RS =  °*

(5) L a (3-5) è ottenibile con procedimento analogo alla (1-6). Per la (3-6), cfr. [11 ].
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(ove r LRpt , F hAm, sono i coefficienti di connessione spinoriale),

(3 - 6 )  =

e ammesse verificate le equazioni di campo (3-2), dà luogo all’identità debole:

p H  s [jiR
(3-7) j 1 - g  J t  0AB [xram s* — (xLA S* r LRtt +  XRH 8* r HÂ ) a1

W . S *  ^ b R - ( X h *  S*  r \  +  X r l  * *  r LA(i)  a V

Sa. rs  dx =  o .

I 1 fìAB+  T e

+

+

R Si

Per trasform are ulteriorm ente la (3-7) possiamo valerci dell’identità: 

(3-8) Xla 8* +  Xrh 8* r HA|i =  XKM <rpKM [(8* apRA)/(i.+ S* 1*^ I .

Questa sussiste in conseguenza dell’annullarsi della derivata  covariante 
dello sp in-tensore fondam entale sia prim a, sia dopo aver operato la varia­
zione 8*.

Si ha difatti:

(3-9) P ___ P 1 v- p p    p p L    p p H  __
RAhi — U R A ,n  °  RA 1 vji. G LA 1 Rjjl G RH  1 Api °

ed anche, indicando con due barre la derivata covariante eseguita valendosi 
della connessione varia ta  F +  8* F:

(3 - IO ) (f f R A +  A) / M =  ° -

Dalle (3-9) e (3-10), a meno di infinitesimi rigorosam ente trascurabili, 
si deduce:

6 -  ' 0  (»* ■ 8 *  ■ =  « V  S* r LRl, +  8* r " „

da cui, saturando con % = ty pKMxKM» segue la (3-8).
Per le relazioni (3-8) e complessa coniugata, l’ identità (3-7) si può 

scrivere:

I  i  r - 7  ( 6 a S x RA;,  +  0 /  xSAm -  8 ß O  S* ̂ RS d x  +
T

1/   /fìSB ,W>R 1 nRB —- S\ KM /cv* p \  1 I
8 ' £  (0  Xrm«7 b +  ® Xmk a  B ) % (^ a R s) /{x ^  +

T

1/ ___  _ /fìSB M-R I àRB — ja S\ KM v tvîfr pp 1 __
-g F — ^ C e  X k m a  B +  e  X m k '7 b K  f f R S 8 r u v d ^  =  ° -

(3-70
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Il terzo integrale a prim o m em bro non reca contributo, perchè la fun­
zione in tegranda si annulla identicam ente. Essendo, difatti [12]:

txR v 
G B CT RS : I ^ S b s  +  F S 1txv2 ' BS

BS .(dove sBS è lo spinore doppio emisimmetrico fondamentale: sBg =  s 

e lo spin-tensore S ^ m  è così definito: S^VBS =  a^cB avcs — gvCb c^cs), seRue:

0 i
1 o

(3- 12)
qSB KM jxReöß JS.-VL JXJK V çv* npp I aL

^KM Gç> G Ba RS^ ^  {JLV “  ~2 ^ £BS ^KM Gç>
SB KM ^.[xv p p

I 1 ÙSB+ - 0  x KM 5,* ripO 1 = 0KM p BS [xv

(rispettivam ente per la saturazione dei due indici spinoriali S , B, di sim m etria 
per 0SB e-di em isim m etria per sSB, e dei due indici tensoriali (jl , v, di sim m etria 
per § * 1 ^  e di em isim m etria per S ^ bs)-

A naloga dim ostrazione sussiste per Rannullarsi del term ine complesso 
coniugato di (3-12).

Operando sul secondo integrale a secondo m em bro della (3-7 ') con i 
consueti sviluppi (di integrazione per parti e trasform azione in integrale di 
ipersuperficie) e tenendo conto delle equazioni di campo (3-2), oltre che 
dell’annuilarsi, sul contorno della regione t , della variazione &*, la '(3 -7 ') 
si riduce infine alla:

/ -  nrr\ j 1 , /-------- “ /a S RA AS /RA KM -, a R - S A
( 3 - 7  )  J i r - ^ ( 0A z /n  0 a X K m / ^  + e A x  lv.~~

T

a R  /A S KM r> n  RS\ ix* il 1 f  cs* n I
6 a Xmk/ ^  —  8 £ V  ) *  ® R s d a r =  8 CTRSdar =  o

J R^
T

che pone in evidenza la derivata funzionale di X  rispetto allo spin—tensore 
fondam entale.

Esplicitando la variazione sostanziale §* crb^ indotta sullo spin—tensore 
fondam entale dal cam biam ento di coordinate (1-3) [11 ] :

TO\  V *  ixRS __  J R S  y[x 1 / sxTS p R  , txRV p S  n £p
à . - a  —  or t, /ß f i-  (a I  Tp +  CT 1 v P) Ç,

ed introducendo lo spinore ^LH corrispondente al vettore £a, la (3—7") dà 
luogo alla:

T „ \ f  3RS çLH 1 . , f  &.£ ,  [XTS p R  , [xRV p S  n rp 1
(3-H ) J ^réT ° lh  * ? /ß d* +  I -^Frs- (a r  Tp+ ° T vp) ? dx = o

T T

dalla quale, trasform ando il prim o integrale con il consueto procedim ento 
di intègrazione per parti e tenendo conto dell*annullarsi di ÇLH sul contorno 
della regione t , si deduce:

(3-1 S) j  1/ = F  Trslh/RS f H d* +  J  f ~ g  (TrstS r RTP +  TrsRv r svp) ?pd* =  o
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ove si è posto:

(3- ï 6) T rs lh  =  : ^ RS — y  0as(X lh/r Xr / lh )  "l-

+  y  ®ar (^ hl/ S *S / lh) “I“ ~£rl £sh •

M a il secondo integrale a prim o m em bro della (3-15) risulta nullo per 
Tin varianza dell’azione rispetto a trasform azioni infinitesime locali di Lo- 
rentz [13], [ i l ] .

Essendo difatti:

(3-17) J  S ^ RS dx  =  o
T

in corrispondenza a variazioni dello spin-tensore fondam entale del tipo: 

(3-18) 8<^RS =  . VRS (S -AB riAB +  S - AB t]ab)

(con v]AB spinore doppio simmetrico infinitesimo arbitrario), ricordando la 
(3-16) e tenendo conto delle relazioni:

RS C(xvAB AS [xRB , BS (xRA CTV S =  £ G ~j~ £ G

e complessa coniugata, si ottengono, per l ’arb itrarietà di t)ab , le identità (forti):

(3-19) T rarb T rbra =  o

e complessa coniugata.
Grazie alle (3-19), la funzione integranda del secondo integrale a prim o 

m em bro della (3-15) si annulla identicam ente (per la saturazione dei due 
indici R , T  (S ,V) di em isim m etria per TRStS(TrSRv) e di sim m etria per
rRTp(rsvP)).

La (3-15)5 pertanto, si riduce alla:

(3-15') J  T rs lh / 118 ^  àx  =  o
T

e, per l’arbitrarietà delle £LH, comporta l’annullarsi della divergenza spino- 
naie dello spinore energetico Trslh :

13~2°) T rs lh /RS — 0 •

L ’espressione (3-16) dello spinore energetico T RSlh si può trasform are 
introducendo le parti herm itiana cpRg ed an ti-herm itiana <J/RS dello spinore 
potenziale ^RS :

(3-16 ) T rs lh  =  y  9a s (9lh / r  9 r  /Lh) +  y  0AS O JW r ^ r  /lh )  +

y  ^ a r  (^ lh / s 9 si lh ) +  y  ®ar s/lh  ‘ ^ lh /  s) +  ^£r l  £sh *

8. — RENDICONTI 1972, Voi. LUI, fase. 1-2.
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Osservando che:

ed operando analogam ente sugli altri term ini della (3-16'), si ha:

T rs lh  8 ® s £ah (^ r e / l  +  ^ r e / l  ) ^  £RlOPtH/ A U Ta ) +

+  y  ® R  SSH OPÀe / L ^ A e /L  )  +  £A L ( ^ T h /  S ^ T h / ^ s )  +  ~ £R L  £S

RSLH

D etti poi A a b  e B ab  i due spinori che rappresentano le parti di O ab 
costruite rispettivam ente, secondo la (3-1), con (pRg e ^ RS e supposta la 
solenoidalità dei potenziali, si ottiene:

e cioè, a meno di un inessenziale fattore num erico 1/2 <6 7>, la stessa espressione 
che com pete allo spinore energetico totale E RSLh ottenuto, nello spazio-tem po 
pseudoeucìideo riferito a coordinate pseudocartesiane, sfru ttando Tin va­
rianza delibazione rispetto a trasform azioni infinitesime di Lorentz [2].

Pertan to  lo spinore energetico T rslh, nel caso particolare di spazio- 
tem po pseudoeuclideo, coincide con lo spinore energetico totale.

È  evidente Tin varianza dello spinore energetico T RSlh  rispetto a trasfor­
mazioni di gauge (data l ’invarianza rispetto ad esse sia di ®ab e ®ab, sia 
di ■£). Sussiste poi la proprietà di simmetria:

(3-22) T Rslh =  T Lhrs

conseguenza, come già dim ostrato altrove [2], delle relazioni (3-19) e coniugata.
Si noti, infine, che se si fa dipendere £ esplicitam ente anche dal poten­

ziale spinore, oltre che da Oab e 3>ab , si può pervenire allo spinore energetico 
con ovvia estensione del procedim ento seguito.

(6) Posto, infatti:

A nalogam ente si può ottenere il secondo addendo.
(7) Tale fattore è dovuto al fatto che, mentre qui si è adottato  lo spin-tensore ^ Rg 

definito, in ciascun punto dello spazio-tem po dalle:

lo spin-tensore , usato nello spazio-tem po pseudoeuclideo, soddisfa alle stesse relazioni, 
m a con un fattore 2 a secondo mem bro.

(3-21) T.RSLH

9 r a / L H  —  9 r h / l a  = .  £a h  “° r l  ’ s e g u e : 9 r a / l A =  ß R L  ■
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Ad esempio, considerata la densità lagrangiana:

2 =  2 (Oab Oab +  <Dab <Dab) — ' E  9rs «pRS

che contiene esplicitam ente la parte herm itiana del potenziale spinore e dà 
luogo alle equazioni di D irac per particelle libere di spin 1 [io] [12], si ottiene 
per lo spinore TRSlh ancora l ’espressione (3-21).

4. D eduzione variazionale delle equazioni di E instein-M axwell
IN FORMA SPINORIALE

Se lo spinore ®ab caratterizza il campo elettrom agnetico am bientato 
nella V4 riem anniana (in una regione vuota) e Fazione è quella di puro campo 
elettrom agnetico [io], lo spinore energetico TRSLh assume la forma <8>:

(4 0  T RSlh  — 8(A r l  A sh  — B r l  B sh ) .

Osservo ora che il modo col quale si è pervenuti allo spinore energetico 
T rs lh  consente, in m aniera im m ediata, di dedurre da un unico principio  di 
azione stazionaria sia le equazioni gravitazionali, sia le equazioni elettro- 
m agnetiche, in form a spinoriale, qualora, ponendosi nelEambito della re la ti­
vità generale, anziché supporre nota la m etrica dello spazio-tem po, si consideri 
il campo elettrom agnetico (in assenza di cariche e correnti) interagente con 
il campo gravitazionale (esternam ente alle masse e in assenza di altri campi (9)).

Le equazioni spinoriali del puro campo gravitazionale nelle regioni 
vuote [14]:

(4- 2)
\ ®ABCD =  o
 ̂ X =  O

(dove Oabcd è uno degli spinori di curvatura e X =  Y AbAB. ^  \PAbAB è il 
contratto  del secondo spinore di curvatura 4Pabcd) si possono trarre, come 
ho m ostrato in un lavoro precedente [11], dal principio einsteiniano di azione 
stazionaria che fa capo alla lagrangiana <£G =  R f (essendo R =  4 A 
Finvariante scalare di curvatura), assum endo come variabili base cTte a 
descrivere il campo gravitazionale le componenti dello spin-tensore fonda- 
m entale ' ° V  ed operando su queste una variazione arb itra ria  che ne rispetti 
i valori al contorno, oltre a quelli delle derivate prim e ordinarie.

(8) Se, am m ettendo a priori l’equazione 0 AS/ RA — <1>AR/ AS =  o, e assumendo come 
equazione di campo la sola <DAŜ RA 4- <DAR/ AS =  o (o viceversa), si ritiene a priori hermi- 
tiano il potenziale: / RS ^  9Rs (° anti—hermitiano: X rs-~  4rs)> spinore energetico si riduce 
(a meno del segno) a: T RSLH =  8 <PRL <I>SH.

(9) Anziché ad un generico campo spinoriale del tipo considerato sopra, ci riferiamo 
qui al tipico caso di campo elettromagnetico.

8*
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Tenendo conto di questo risultato e del fatto che lo spinore energetico 
Trslh (4-1). non è altro che la derivata funzionale della lagrangiana elettro-

m agnetica  ̂ ;jlRS- trad o tta  in form a puram ente spinoriale, segue facilmente 

che, assunta come lagrangiana la:

( 4- 3) £  =  £ g +  x £ e

(con x  costante gravitazionale), dal principio di azione stazionaria SA =  o, 
in corrispondenza a variazioni arbitrarie sia dei potenziali gravitazionali 
ct^rs , sia dei potenziali spinori elettrom agnetici ^RS e complesso coniugato 
(che rispettino i valori al contorno di aßRS, <7^ v , ^Rg, xRS) si traggono, 
accanto alle equazioni m axwelliane in form a spinoriale:

(4~ 4)
! t AT »  =  o

I ®ab/ar  -  o

le equazioni gravitazionali complete in forma spinoriale:

(4- 5)
 ̂ ^ABCD =  4 X (^AB A c d --- Bab BCd)

I X =  o  .

Le (4—5), stabilite da Penrose [14] (10h m ettono in evidenza l’influenza 
diretta  dell’energia elettrom agnetica su uno dei due spinori di curvatura 
dello spazio riem anniano della gravitazione.

B i b l i o g r a f i a

[1] A. O. B a r u t ,  Electrodynamics and  Classical Theory o f  Fields and Particles, The M ac­
millan Company, New Y ork (1964).

[2] E, Udeschini Brinis, Tensore e spinore energetico d i campi bivettoriali e spinoriali, 
«Q uesti Rendic. », N ota I, 50 (4), 456 (1971); N ota II, 50 (5), 555 (1971).

[3] H . Weyl, Space-T im e-M atter , Dover Publications, Inc. (1952).
[4] J. Weber, General Relativity and  Gravitational Waves, Interscience Publishers, Inc., 

New Y ork (1961).
[5] L. LANDAU e E. L ifch itz , The Classical Theory o f  Fields, Pergam on Press, London (1962).
[6] C. Cattaneo, Invarianza e conservazione, « Rend. Sem. matem. é fisico di Milano », 

39, 196 (1969).
[7] B. F inzi, S u l principio della m in im a azione e sulle equazioni elettromagnetiche che se ne 

deducono, «Questi Rendic.», 12 (4) 378 (1952).
[8] A. M. F r a te l l i ,  Deduzione da un ’unica azione delle equazioni indefinite e d i contorno 

dei campi gravitazionale ed elettromagnetico, «A nnali Scuola Normale Sup. di Pisa», 
12 (3), 203 (1958).

(io) Nella trattazione di Penrose, il potenziale elettromagnetico è supposto herm itiano 
(cfr. nota (8)) e pertanto la prim a delle (4-5) ha la forma:

®ABCD =  4 X ® A B ® C D -



[ i l  7] E. U d e s c h in i  B r in is ,  Sullo spinore energetico, ecc. . 117

[9] E. Udeschini Brinjs, Campi fis ic i bivettoriali e loro genesi variazionale, «Questi Rendic. », 
39 (5)> 269 (1965).

[10] E. Udeschini Brinis, Equazioni d i campi spinoriali dedotte da urìunica lagrangiana, 
«Q uesti Rendic.», N ota I, 40 (4) 577 (1966); N ota II, 40 (5), 828 (1966).

[11] E. Udeschini Brinis,, Deduzione variazionale delle equazioni gravitazionali spinoriali, 
«A nnali di matem. », 81, 45 (1969).

[12] E. M. CORSON, Introduction to Tensors, Spinors and  Relativistic Wave Equations, Blackie 
& Son Ltd., London and Glasgow (1955).

[13] P. G. BERGMANN, Two-Component Spinors in General R elativity , «Phys. Rev.», i o j  
(2), 624 (1956).

[14] R- Penrose, A  Spinor Approach to General R elativity , «Annals of Physics», jo, 17 i 
(i960.)


