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Meccanica dei fluidi. —  Sulla possibilità di un modello Teolo
gico intermedio di tipo evolutivo (#). Nota di G i a m b a t t i s t a  S c a r t i ,  
presentata ((*) **} d a l  Socio G. S u p in o .

Summary. — The notion of derivative of any real order is generalized to variable order 
in view of suggesting rheological models of viscoelastic liquids and solids.

I.  -  Per lo studio del com portam ento reologico dei corpi viscoelastici 
sono stati di recente proposti modelli m atem atici cosidetti « interm edi » [1], 
che fanno uso dell’algoritmo delle derivazioni di ordine non intero; m entre 
esistono alcuni ten tativ i di interpretazione a livello della fìsica molecolare, 
in tu itivam ente essi sono basati sulla seguente osservazione: il legame fra il 
tensore degli sforzi T  e quello delle deformazioni e in un solido elastico è de
scritto dalla legge di H ooke (si prescinde da componenti isotrope eventuali)

(1) T  =  E • e

e in un liquido puram ente viscoso dalla legge di Newton (lim itatam ente a un 
m oto a filetti paralleli) W

la (1) e la (2) possono essere entram be scritte nella form a

(3) T =  ea - ^ ud t a

dove ad oc =  o corrisponde il solido elastico, ad a =  i il liquido viscoso.
Se si im m agina che oc possa assumere valori interm edi fra o ed 1, il tipo 

di com portam ento descritto dalla (3) sarà relativo ad un m ateriale « in ter
medio », viscoelastico.

Scopo di questa N ota è di estendere la legge (3) a m ateriali soggetti a 
modificazioni stru ttu rali al passare del tem po (quali polimerizzazioni, cristal
lizzazioni, o altre degenerazioni), cioè al caso in cui l’indice oc nella (3) sia a 
sua volta funzione del tempo.

(*) Lavoro eseguito con contributo del C .N.R. nell’ambito del gruppo nazionale per la 
fìsica m atem atica e per le applicazioni della m atem atica alla fìsica e all’ingegneria.

(**) Nella seduta del 20 giugno 1972.
(1) Il cosidetto «sim ple shear flow».
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2. -  R ichiam iam o in breve la nozione m atem atica di derivata di ordine 
reale qualsiasi: data  una funzione (o, più generalm ente, una distribuzione) 
/ ( / ) ,  si ha per definizione [2], [3], [4]

(4) ^ ~ L = f ( f )at

con

(/) — ■ P / ( 7~a_1) i (t) se oc non è intero positivo

se a è un intero positivo

(5) Y_,

(5') Y_

ove l’asterisco indica al solito il prodotto convolutorio, e S(/) è la distribuzione 
di Dirac.

La (4) si riduce alla derivazione ordinaria se oc è intero positivo; infatti
se oc =  N

t v
dA =  / 0 0 *  8!N)00 = dN/

dA

e inoltre soddisfa la proprietà fondam entale

da /  de/ \  _  d“+e/
dA \ d f i  ! ~  dA+ß

Se a è intero negativo, a =  —• N, la (4) vale l’integrale N -plo  della f ( t ) .  
Alloramai fini del calcolo effettivo, dato a positivo non intero, se si pone

si ha

dat _  dN~p/
d A dÄ “ p

N- o <  p <  i ,

d~p
d*~p

dN/
.dA

dN/
dA ‘Yp(*) = r(p)

d N/ ( d  
dA

( / ~ t)p 1 d r ,

che in genere converge.
Le fo rn irle  date si possono esprim ere più semplicemente in term ini di 

trasform ate di Laplace. Posto che esista
00

2 U m  =  F ®  =  f  *~’7 0 O T  R e(s) >  a0,
*0

definiamo la derivata di ordine a qualunque di f ( t ) :

(7) e ■a 2 [/(* )] =  F (s) .

Vogliamo ora estendere la nozione di derivata di ordine oc qualunque 
al caso in cui oc sia funzione del tempo, oc =  oc (f), con le condizioni che se
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a =  cost tale definizione si riduca alla (4) (o alla (7)), e che continui a valere 
la (6).

Poniam o allora per definizione

(8)

cioè

£ d01«  f { t )  

d
« [ /(* )]  =  F(s) ssMs)

(8') d ^  f { t )  
d

= f ( t )  * £ - r [ / AW]

con la condizione che f ( t )  ed a (/) siano entram be ^-trasform abili ed essendo 
A  (s) =  1 [a (V)]. Senza en trare nelle generalità del problem a osserviamo 
che nelle applicazioni che farem o la funzione a (/) sarà lim itata in t  >  o, per 
cui appartiene al campo delle ^-trasform ate. L a (8), nel caso di oc
costante coincide con la (7), e inoltre

(9) d“W [ d**>/« | )
~ ( d fV> [ df iw  J I

£ d“w
d?w z o o  * iT 1^ )

=  / BW F ( j ) / AW =  F ( j) / [A(J)+B« ] 

cioè sussiste la (6).

£
da (0+ß(0y^) 

d/x(0+ß(0

3. -  Pensiam o ora ad un modello di mezzo continuo per cui il legame 
fra T  ed s sia

(io ) T  =  2 0 (/) 3“«  e 
3/*«

de.. J
cioè, posto -£ j- = — (vi;j per la (6)

ove o <  oc(/) <  i.
Supponiam o di studiare il moto piano di un tale corpo, che sia lim itato 

fra due piani paralleli d istanti 2 L, con la condizione che non si abbia scorri
m ento alle pareti, e che il moto avvenga per filetti paralleli <2>. Supposto il 
mezzo incomprimibile, risulta div v =  o, e l’equazione del moto si può scrivere:

d i v T — =

(2) Cioè si tra tta  sempre di simple shear flow.
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dove y /0 0  indica le sollecitazioni esterne ( / ( / )  è num ero puro); con le condi
zioni poste, il moto avviene solo in direzione y , si ha, detta x  la direzione 
norm ale ai piani considerati, con x  — o in mezzaria:

( 12) — p ^  =  y/ W

e quindi, per la (11):

3a(0 - l
6 W — P,-är =  ï / ( 0 .

con la condizione ( ±  L  , 2*) =  o. Per semplicità sia 0 (t) =  0 =  costante (3); 
--trasform ando rispetto a t, posto £ [v (x , /)] - -  V (x , j):

(13) © / [A(j)~1/i1 — pjV =  y F(Y) .

La soluzione della (13) con le condizioni imposte per x  =  A L e ovvia:

(h ) v  O . -f) =  g
F (f).

Ch

Ch
J^A(j)- y]M x/2 n

J L
Supponiam o che risulti f  (t) =  I ( / ) ,  cioè F(j) =  ì js:  ci interessa deter

m inare la soluzione di regime, cioè per t o o; si ha allora

lim V (x , t) =  Vaa {%) - - lim sV(x , s) =
t —>oo J -> o o

=  lim -àg
Ch 1— j (A(j) -  1/j) A 2

0 ì x
Ch | ( | J1- ( A W - i w y / * L

che dipende quindi da A ( j ), cioè da a(£).
Esam iniam o il caso in cui oc varia gradualm ente da zero (stato solido) a 

i (liquido); allora risulta lim t [ A ( / ) — i/s] =  o, per cui si possono avere
j 00

varie situazioni: se

(1 S) lim s [A (s) —  i/s] In s =  o ,
s -> OO

il corpo si com porta a regime come un liquido viscoso, con viscosità 0, e risulta

I ( * 2 - L 2) ,

(3) Il caso in cui è 0 =  0 (t) non è insormontabile: si veda ad esempio [5].
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che è la legge di Hagem-Poiseuille, per cui il com portam ento a regime non di
pende dal tipo di evoluzione seguita, purché valga la (15); se

(16) firn s [A (.?) —  i /s] ln s =  X 4= o , reale

e I X I <  00, allora il corpo a regime si com porta ancora come un liquido 
viscoso, però di viscosità OéTX e quindi il com portam ento finale dipende p a r
zialm ente dal tipo di evoluzione; se invece

(17) Hm Re {s [A (s) —  1 js] In s\  =  + 0 0

si ha V o q  —  o, cioè il corpo m antiene anche a regime il com portam ento di solido 
elastico, indipendentem ente dall’evoluzione seguita: intuitivam ente ciò significa 
che oc ( / ) • ->  I quando t  ->  00 « troppo lentam ente » perchè il carattere « liquido » 

possa giungere a prevalere. Il caso poi che il limite in studio risulti —- 00 
non dà risultati fisicamente accettabili, perchè | ^  | -> 00.

Osserviam o infine che quando si ha il com portam ento a regime di tipo 
«liquido», il corpo può essere considerato come un «liquido viscoelastico » 
nel senso classico della teoria lineare della viscoelasticità [7], [8]: infatti si 
può ritenere la espressione Q / [ A { s ) ~ l l s ]  come ^-trasform ata della funzione di 
rilassam ento G ( f )  del m ateriale considerato; per essa risulta nei prim i due
casi visti

lim G (f) =  0
/ -> 00

e nel terzo

lim G (£) =  /=[= 0 ;
t —>00

è però
t

lim J G (t) ót < 0 0  
^ 0 0  J

0

soltanto nei prim i due casi considerati .((15) e (16)), che dunque sono i soli 
a rappresentare effettivam ente « liquidi viscoelastici ».

E ovvio che partendo da corpi per cui a varia da 1 (liquido) a zero (solido) 
si* giungerà all’esame di situazioni analoghe a quelle viste, e a conclusioni 
simili: il com portam ento a regime potrà essere di solido elastico, oppure di 
liquido viscoso, dipendentem ente da oc (/): da tener presente che in questo caso

hm  [A (j) — i js] =  — i ,
j —>00

per cui la discussione precedente ne risulterà modificata di conseguenza.
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